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Göttingen. 

Druck  der  Dieterichschen  Univ.-Buchdrnckerei 

(W.  Fr.  Kacstner). 


Vorwort. 

Dieses  bescheidene  Büclilein  ist  von  einem  C'liemiker 
für  seine  Fachgenossen  geschrieben.  Wer  weitergehende 
mathematische  Kenntnisse  erwerben  will,  sei  unter  anderen 
auf  folgende  treffliche  Werke  hingewiesen: 

„Lehrbuch    der    analytischen   Geometrie'    von    0. 
Dziobek. 

„Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung" 
von  A  u  t  e  n  h  e  i  m  e  r. 

Das  Buch  von  N e r n s t  und  Schönfliess  ..Einf iihruno; 
in  die  mathematische  Behandlung  der  Naturwissenschaften*' 
ist  bekannt  genug,  so  dass  ich  es  kaum  erwähnen  brauchte. 

C  h  a  r  1  o  1 1  e  n  b  u  r  ff .    den  20.  Juli  1905. 


1.  Einleitung.  Heutzutage  ist  wohl  jedem  wissen- 
schaftlich durchgebildeten  Chemiker  der  Apparat  von  Beck- 
mann wohlbekannt,  mit  dessen  Hilfe  man  das  Molekularge- 
wicht einer  Substanz  aus  der  Gefrierpunktserniedrigung  ab- 
leiten kann.   Die  Messung  ist  einfach,  ebenso  die  Bereclmung 

•     :ei  /■    a 

des  Ergebnisses.    In  der  Formel  ^)  ///  =  -jt,,~,  ,  deren  man 

sich  dabei  bedient,  hat  die  Konstante  /■  einen  für  jedes 
Lösungsmittel  verschiedenen  Zahlenwert,  z.  B.  für  Benzol 
den  Wert  5000. 

Die  Zahl  5000  ist  nicht  nur  durch  Versuche  gefunden, 
sondern  auch  durch  Rechnung  zu  ermitteln,  wenn  man  die 
Schmelzwärme  des  Benzols  kennt.  l)ie  Arbeit,  die  bei 
dem  Ausfrieren  des  Benzols  aus  der  Lösung  geleistet  wird, 
bedingt  den  Wert  von  /'.  Wegen  der  Analogie  zwischen 
dem  Gaszustande  und  den  verdünnten  Lösungen  steht  diese 
Rechenaufgabe  in  Beziehung  zur  folgenden:  Welche  Ar- 
beit muss  geleistet  werden,  um  eine  gegebene 
Gasmenge  um  einen  bestimmten  Betrag  zu- 
sammenzudrücken? , 

•  Diese  Korapressionsarbeit  ist  gleich  Volumverminderung 
X  Gasdruck.  Der  Gasdruck  nimmt  aber  während  der  Ver- 
dichtung stetig  zu.  Für  grössere  Volumenänderung 
müssen  wir    deshalb,    wenn  wir   nicht   ein  falsches  Resultat 

1)  Die  Erlävierung  dioser  Formel  sehe  man  z.B.  in  Arndt,  Orund- 
bpijrift'e  der  allgemeinen  physikalischen  Chemie,  2.  AuH  ,  S.  17. 
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erhalten  wollen,  den  ganzen  Vorgang  in  eine  Reibe  von 
Stufen  zerlegen,  innerhalb  deren  wir  den  Gasdruck  als 
konstant  anneinnen:  je  zahlreicher  diese  Stufen  sind,  um  so 
genauer  wird  die  Summe  dieser  Einzelarbeiten  gleich  der 
G-esamtarbeit  sein,  um  .so  langwieriger  aber  auch  die  Rech- 
nung, wenn  wir  auf  die  bequemen  Hilfsmittel  der  1  n  t  e  - 
g  r  a  1  r  e  c  h  n  u  n  g  verziehten,  die  uns  rasch  und  sicher  zum 
Ziele  führt. 

Wenn  auch  der  Nutzen  der  höheren  Mathematik  in 
diesem  Falle  wie  überhaupt  in  der  physikalischen  Chemie 
unbestritten  sehr  gross  ist.  so  ist  doch  leider  Zeit  und 
Arbeitskraft  des  Chemikers  durch  andere  wichtige  Fach- 
studien in  hohem  Grade  in  Anspruch  genommen,  so  dass  er 
nicht  leicht  sich  entschliesst,  eines  der  zahlreichen  treff- 
lichen Bücher  grösseren  oder  auch  nur  mittleren  Umfanges 
durchzuarbeiten,  die  in  diese  königliche  Wissenschaft  ein- 
führen. Ich  will  mich  daher  meinerseits  bemühen,  in  mög- 
lichst knapper  Form  die  Grundbegriffe  der  Differential-  und 
Integralrechnung  darzulegen  und  durch  kurze  Beispiele,  vor- 
nehmlich aus  der  physikalischen  Chemie,  zu  erläutern. 


Erinnerungen  aus  der  niederen  Mathematii<. 

2.    a)  (iii -\- a)(iu  —  u)  =   /h'^  ~ />' 

b)    (///  +  "){>"  +  ")   =   ('"  +  i>f   =   ">^  -T  '■^11'  "  -f  Z'^- 

'6.    Die  allgemeine  Form  einer  G  1  e  i  c  h  u  n  g  zweiten 
G  r  a  d  e  s  mit  eine  r  11  n  b  e  k  a  n  n  t  e  n  ist : 

dl''  -f  />,/■  4-  r   =  0; 
wir  gel)en  zur  Auflösung  ihr  die  Form 

,       h  r 

X'  -\ X    =    — 

a  (I 

Vergleichen  wir  ,/:''' H — .'•    mit   dem   „vollständigen  Qua- 

drat"   in''  -\-'J.iii II  +  ir.    ,so    entspricht    dem  Gliede  ni'    hier   ./*. 
also  ni   hiei'  .',    weiter    dem  Faktor    'In  des  zweiten  (irliedes 
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2tnn  hier  —  ,  also  n  hier-  ,  ;  demnach  ist  als  „quadrati- 
sehe  Ergänzung''  entsprechend  n'  hier  (-t— 1  hinzuzu- 
fügen; dann  erhalten  wir 

h       _  [  b  \'  c    .  /  h  V 


Links    haben    wir    das    vollständige    Quadrat    von    x-\--^] 
also  ist 

woraus  als  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  folgen: 


Anmerkung;  Die  quadratische  Gleichung  hat  zwei  Wurzehi, 
weil  auch  negative  Grössen  ein  positives  Quadrat  geben,  z.B. 
ist  4  nicht  nur  das  Quadrat  von  -f  2 ,  sondern  auch  von  —  2 : 
„Minus  X  Minus  giebt  Plus". 


4.    Potenzen.    Es  bedeutet  x^  bekanntlich  x.x.x;   da- 

1 


gegen  ist 


X  -  =   —^ 

X 


x^   =   \lx 
x^  =  \x' 

-l        1 

\ix' 

■^;       pii^n 

X^ 


^.m-m     0 
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andererseits  ist 

folglich  ergiebt   sich   die  Bedeutung   des  Ausdruckee    x°   als 

./"  =   1. 

Anmerkung:   Mun  erinnere  sich,  dass  ic.O  =  0   ist;   — ^  =  cxd 

(unendlich  Rross),  denn    —      ^=  lO.r, =  10000  a;  u.  s  w. 

^  ^       ''  0,1  '    0,0001 

6.  Logarithmen.  Die  „Basis"  der  gewöhnlich  be- 
nutzten „dekadischen"  Logarithmen  ist  die  Zahl  10;  die 
Zahl  a  ist  der  Logarithmus  der  Zahl  h,  wenn  h  =  10"; 
daraus  folgt 

a)  log  10  =  1. 

Für  das  Logarithmieren  zusammengesetzter  Ausdrücke 
gelten  folgende  Formeln: 

b)  log  (//  ±  h)   =^   log  [u  ±  /;)  , 
kann  also  nicht  weiter  uma-eformt  werden. 


c) 

log  («  .  h) 

=^  log  ft -flog  h 

d) 

,       a 
log^ 

=  log  ((  —  log  h 

e) 

loga* 

=  b  .  log  a 

f) 

log  sju 

1 
=   log«* 

= 

1, 

^loga. 

Aus 

diesen  Formeln  folgt : 

log  1000 

==  log  K/ 

= 

8.  log  10  =  3 

logl 

=  log  10° 

= 

0.  log  10  =  0;  vergl.  [5] 

log  0,1 

,        1 
-  ^°S  10 

= 

l(jg  1  -  log  10  =  -  1 

log  0,03 

=  ''^    100 

= 

log  3  -  log  100  =  log  3  -  2 
0.47712-2 

log  0,00002  =r  log  2 -log  100000  =   0,30103-5; 
8chlie.sslich   wird 

log  0  =   —  oo. 
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Die  Basis  der  ^na  1  ii  i-licli  en"  Logarithmen  ist  die 
Zald  ('  =  2.71S2.S  ..,:  man  unterscheidet  die  natürlichen 
Logarithmen  durch  die  Schreibwei.se  lognat  oder  kurz  /  von 
den  dekadischen   Logarithmen. 

7.  Trigonometrie.  Hier  möge  man  sich  folgender 
Formeln   erinnern: 


a) 

c) 

e) 

f) 


sin  cp  =^  cos  (1K)°  —  15p) 
cos  cp  =   sin  (00°  —  cp) 
sin  '(jp  -L  cos  ^(p   =   1 

sin  qj 
cos  93 
■;in  ß  .  cos  ß  —  cos  a  .  sin  /i 


sin  (180"  — (p) 
-cos  (180° -<p.) 


tang  qp  ^ 
sin  (a  ^  /3)  = 
cos  a  —  cos  ß 


.     a+ß       .     a— 
^=   —  2  .  sm  ~~  i)      •  ''^m  — ,y 


Analytische  Geometrie. 

8.  Koordinaten.  I*ie  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene 
wird  durch  seinen  Abstand  von  zwei  festen,  einander 
schneidenden deraden  bestimmt.  Stehen 
diese  beiden  Geraden  senkrecht  aufein- 
ander, so  bilden  sie  die  ..Axen'"  eines 
„r  e c h  t  w i n  k  1  i  g  e  n ••  K (^  o  r  d  i  n  a  t  e  n  - 
Systems. 

In  Figur  1  \>t  PU  =  (f(j  =-^  x 
die  Enti'ernung  des  Punktes  /'  vfni  der 
einen  Axe,  }'(^  ==  (ill  -=  //  die  von 
der  anderen  Axe.  3Ian  nennt  x  die 
Abs  eis  se.  //  die  Ordinate  von  /'; 
die  beiden  Axen  unterscheidet  man  als 
.t-Axe  oder  Absei^senaxe  und  //-Axe 
oder  Ordinatenaxe.  Durch  die  Zu- 
lassung positiver  und  negativer  A^or- 
zeichen  für  die  ..Koordinaten",  bestimmt  man  eindeutig 
den  Ort  des  Punktes.  So  ergäben  die  Koordinaten  -{-x  und  — "// 


Fi2.  1. 
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den  Punkt  1\  rechts  der   }'-Axe.  unter  hall)  der  X-Axe ;  —  x 
würde   den    Punkt   in  den    Raum  links   der  }-Axe  verweisen. 

1).  Kurvengleichungen.  Sind  die  Gr()ssen  r  nnd  // 
durch  eine  Ghiichung  an  einander  g;eknüpf't,  so  erhält  man 
durcli  Einführung  aller  milglichen  Zahlenwerte  von  x  in  die 
(rleichung  die  zugehörigen  Werte  von  //  und  damit  in  geo- 
metrischem Sinne  eine  Reihe  ww  Punkten,  deren  Gesamt- 
heit eine  Kurve  darstellt:  diese  Kurve  ist  das  geometri- 
sche Bild  der  Gleichung. 

10.  Aus  den  geometrischen  Eigenschatten  einer  gege- 
benen Kurve  liisst  sich  umgekehrt  die  „Gleichung"  der 
Kurve  herleiten. 

B  e  i  s  {)  i  e  1 :  Für  alle  Punkte  I'  einer  geraden  Linie 
AB  (Fig.  1).  von  der  die  ;r-Axe  in  A  geschnitten  wird,  hat 
der  Winkel  l'A(^  den  gleichen  A\'ert,  sagen  wir  cp:  aus  der 
Figur  ergiebt  sich  die  Beziehung 

l'(J  PO  u 

a)  tang/'.  V  .-  tango)  =     /    =    -      >     .    =-  — ^    -- 

oder 

b)  //  ==   tang  (p  .  X  ~  tang  g? .  (Li. 

l)ie  (Tr()ssen  tang  9  und  OA  andern  sich  nicht  mit  der 
Lage  des  Punktes  /'  auf  der  Geraden  .47);  wir  können  also 
tang  cp  und  tang  (p .  ()A  mit  dem  für  konstante  (Trossen 
üblichen  Buchstaben  /'  belegen  (und  zwar  zum  Unterschied 
die  zweite  Konstante  mit  einem  Strich  bezeichnet)  und 
schreiben : 

c)  //  =   J:.x-k'. 

Dies  ist  eine  allgemciiu^  Form  der  Gleichung  ersten 
Grades   mit  zwei   Unl)ckannten. 

Folgerung:  Jede  (ilcichung  ersten  Grades  mit  zwei 
Enbekannten  lässt  sich  dui'ch  eine  gerade  Ijinie    darstellen. 

1 1 .  .1  ede  Gleichung  z  w  e  i  t  e n  (x  r  a  d  e  s  mit  zwei  Un- 
bekannten lässt  sich  durch  einen  Keo'c  1  schni  tt  darstellen. 
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also    durch    eine   ]*aral)el    oder    eine  Ellipse    oder    eine  Hy- 
perbel, je  naclideni  sich  tue  Gleichunf>;  auf  die  Form: 

a)  //'-'  =  l'.x  (I-'arabel) 

oder 

),)  ,/2  _  _i,:,*^}J  (Ellipse) 

oder 

c)  >f  =  +/.'.x-^  +  /,'  (Hyperbel) 

zurückführen  lässt. 

Die  Hyperbel  lässt  sich  bei  passender  Wahl  der  Koor- 
dinatenaxen  auch  durch  die  einfachere  Grleichung  dar- 
stellen: 

d)  x.ii  =  /•". 

Beispiel:  Das  Boyle'sche  Gesetz  besagt,  dass  das 
A'olumen    r    einer    Gasnienge    (bei    konstanter    Temperatur) 

umgekehrt  proportional  dem  Druck  }>  ist,  d.  h.  v  = '- 

oder    V .  [)  =  konst.     Diese  Beziehung   lässt    sich   also    nach 
G-leichung  d)   graphisch   durch    eine  Hyperbel   darstellen. 

Besondere  Fälle  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  sind 
der  Kreis  und  die  gleichseitige  Hyperbel;  für  sie  ist  die 
oben  durch  /■  bezeichnete  Konstante  =  1.  Die  Koordinaten- 
axen.  für  die  die  einfachere  Hyperbel- 
gleichung d)  gilt,  stehen  bei  der 
gleichseitigen  Hyperbel  senkrecht 
aufeinander  (Fig.  2). 

Da  in  dem  obigen  Beispiel  die 
Koordinaten  p  und  r  ihrer  Bedeu- 
tung nach  nur  positives  Vorzeichen 
haben  können,  so  gilt  für  die  Ver- 
bildlichung des  Boyle' sehen  Ge- 
setzes nur  der  im  Felde  der  posi- 
tiven X  und  //  liegende  Kurventeil.  Wächst  p ,  so  wird 
r  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  immer  kleiner,  bis 
schliesslich  für  unendlich  grossen  Druck  das  Volumen  un- 
endlich   klein   wird.     Der    eine  Zweig    der  Kurve    schmieart 


Fiff. 
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sich  also  allmählich  der  Ordinatenaxe  an,  bis  er  in  unend- 
licher Entfernung  vom  Koordinatenanfang  mit  ihr  zu- 
sammenfällt: ebenso  nähert  sich  der  rechte  Zweig  mit 
wachsendem  '■  der  Abscissenaxe  andauernd,  ohne  in  der 
Endlichkeit  sie  zu  erreichen. 

Eine  solche  Gerade,    der    sich    eine  krumme  Linie  ohne 
Ende  nähert,  heisst  Asymptote. 

Anmerkung:    Die  Hyperbelgleichung  ä)  gilt   für    die 
Asymptoten  als  Koordinatenaxen. 

12.    Die  Grleichuno: 


oder  ihre  Umfurmunor 


./   =  log  nat  1/ 


wird  durch  die  ..logarithmische"   Linie  (Fig.  3)  wieder- 
gegeben: zu  ihr  ist  die  ,r-Axe  Asymptote. 

13.    Einer    ganz    anderen  Kurvengattung,    den    periodi- 
schen Kurven,  «jcehört  die  Sinnslinie  (Fig.  4) 

y  I  .  -,       .  •       <-> 

an  mit  der  (-rlcichung 

//  ^=   sin  x. 


Vis.  H. 


Fi;.'.  4. 


Da  der  Wert  von  sin  x  bei  wachsendem  x  zwischen  den 
Werten  —1  und  +1  wiederkehrend  schwankt,  so  steigt 
und  fällt  die  Ordinate  der  Sinuslinie  wechselnd  in  diesen 
Grenzen. 

Die  Veränderliche  x  pflegt  man  in  solchen  Fällen  nicht 
in  Graden  (Winkelmass).  sondern  in  Bogenmass  anzu- 
geben, indem  man  den  Umfang  eines  Kreises  {2r7t)  mit  dem 
Radius  1   als  Boo:enmass  des  Winkels  3G<i°  setzt;  dann  ent- 
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spricht    180**   dem  Bogenmass    7t   und    90°     ^-     Nach  dieser 

Bezeichnungsweise  wird  also  die  Sinuslinie  für  a;  =  0.  x  =  7t. 
X  =  27t  u.  s.  w.    die   .r-Axe    schneiden:    die  Maxima  werden 

bei  X  ^=  ^ .       Tt    u.  s.  w. ;    die    J\Iinima    bei    x'  =    ^7t.    ^^it 

u.  s.  w.  liegen. 

14.  Enthält  die  Gleichung  d  r  e  i  Unbekannte,  so  ergiebt 
ihre  geometrische  Darstellung  räumliche  Gebilde:  man  be- 
zieht hier  auf  drei  Axen  (./-.  //-  und  ^-Axe) ;  gewöhnlich 
wählt  man  die  .r-Axe  so.  dass  sie  im  Koordinatenanfang  O 
senkrecht  auf  der  Ebene  steht,  in  der  die  beiden  andern 
Axen  liegen.  Dann  wird  der  Punkt  V  im  Räume  durch 
seine  Abstände  von  den  drei  Koordinatenebenen  be- 
stimmt. 

Beispiele:   Die  Gleichung: 

..  ^]nj  -f. /,-'.-    =  /.-" 

Ijedeutet  eine  Ebene. 

eine  Kugelfläche. 

A\'ill  man  nicht  durch  Drähte  und  F;iden  oder  aus  Gips 
die  räumlichen  Gebilde  herstellen,  so  kann  man  durch  per- 
spektivische Darstellung  in  der  Ebene  des  Papiers  die  be- 
tretf'ende  Fläche  so  anschaulich  als  möglich  schildern. 

15.  Polarkoordinaten.  Statt  durch  die  Abstände  von 
zwei  Geraden  kann  man  einen  Punkt  P  in  der  Eljene  auch 
in  folgender  Weise  bestimmen  (Fig.  5) :  Auf 
der  festen  Geraden  L  ist  ein  Punkt  0  ge- 
geben; ziehen  wir  die  Gerade  PO,  so  be- 
stimmen der  Winkel  (p  zwischen  Vi)  und  J. 
und  die  Länge  l'O  die  Lage  des  Punktes  P. 
Man  bezeichnet  die  Länge  OP  mit  ;•  und 
nennt  sie  den  Leit strahl  (Radiusvektor). 
Um  }'  eindeutig  zu  bestimmen,  muss  auch 
die  Drehrichtung  gegeben  sein,  in  der  der  '^ 
Winkel  qp  geme&sen  werden  soll. 
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Was  die  liezieliung  der  Polarkoordinaten  zu  dem  recht- 
winklig-en  Koordinatensystem  anlangt,  so  ergiebt  sich  aus 
Fig.  T).  (lass 

X  ■=  r  .  CDS  cf) 

IJ     r=r     /•  .   sin    (p. 

Beispiel:  Stellen  wir  iüi-  /'  die  Bedingung,  dass 
alle  Punkte  /'  auf  dem  Umfang  eines  Kreises  von  gege- 
benem Durchmesser  liegen  sollen,  so  nehmen  wir  zweck- 
mässig den  Kreismittelpunkt  als  Koordinatenanfang;  dann 
ist  der  Leitstrahl  von  I'  konstant  gleich  dem  gegebenen 
Kreisradius  und 

die  (ilcichung  des  Kreises  in   l\)l;irkoorilinaten. 


Differentialrechnung. 

16.  Während  wir  untei"  |it|  uns  eine  Kurve  durch  eine 
Folge  von  Punkten  festlegten,  wollen  wir  sie  jetzt  durch 
Aneinanderfügen  sehr  vieler  kleinster  gerader  Teilstrecken 
entstehen  lassen;  um  so  genauer  wird  dieser  Aufbau  sein, 
je  winziger  wir  die  Teilstrecken  wählen,  am  genauesten, 
wenn  wir  zu  unendlich  kleinen  Teilchen  übergehen.  Sol(;he 
imendlich  kleinen  (xrössen,  die  dem  Werte  Null  beliebig  nahe 
gedacht  werden  können,  nennt  man  Diiferentiale. 

Ein  Differential  ist  eine  unendlich  kleine 
(t  r  (■)  s  s  e  .  die  sich  ohne  Ende  der  Null  näher  t. 

17.  Die  Summe  aller  Ditferentiale,  aus  denen  die 
Linie  erwachsen  ist.  das  Integral,  ist  augenscheinlich 
die  Linie  selber.  Es  ist  klar,  dass  das  Integral  nur  dann 
einen  bestimmten  Wert  hat,  wenn  die  (Irenzen  angegeben 
sind,  inncrlialb  deren  die  Summe  gebildet,  innerhalb  deren 
„integriert"  wird.  Man  unterscheidet  demgemäss  das  be- 
stimmte Integral  vom  unbestimmten  Integral. 

IS.  Den  unendlicli  kleinen  Zuwaclis  einer  veränderlichen 
(jrösse  X    liczeichnen    wir  durch  dx.     Die  Aufforderung   zur 


—     15     -^ 


SuminioruRo-    dieser    J)irt'er('ntiale    ])ezeielinen    wir    diircli 

Voransetze 

teffral  dr'^ 


Voransetzen   eines  langgezogenes  S  und  schreiben   das   ,.l]i- 


fdj 


soll  zwischen  der  unteren  Grenze  x  =  iii  und  der  oberen 
(rrenze  x  =  n  integriert  werden,  so  kennzeichnet  man  dies 
liestiiiimtc  Inteirral  durch 


/   (ix. 


Anmerkung:  Eine  endliche  kleine  Zunahm(>  von  x 
bezeichnet  man  durcli  zJx  uud  die  Summierung  srdcher  end- 
lichen kleinen  Zunahmen  durch  den  griechischen  Buchstaben  2^. 

19.  Unsere  nächste  Aufgabe  ist  für  verschieden  ge- 
staltete veränderliche  Grössen  ihren  unendlich  kleinen 
Zuwachs,  ihr  Differential,  abzuleiten. 

Das  Differential  einer  konstanten  Grösse  ist  natur- 
gemäss  Xull. 

f//-  =  0 

20.  Die  unendlich  kleine  Zunahme  der  Summe  x  +  // 
ist  gleich  der  Summe  der  Zunahmen  von  x  und  von  ?/,  also 

d  (x  +  y)  =^  dx  +  dy 

21.  Ebenso  ergiebt  sich  ohne  w'eiteres: 

d  {x  —  y)  =  dx  —  dy. 

22  Das  Differential  des  Produktes 
X  .  y  wollen  wir  uns  durch  geometrische  An- 
schauung ableiten,  indem  wir  uns  x .y  als 
den  Flächeninhalt  eines  Rechteckes  mit  den 
Seiten  x  und  y/  darstellen  (Fig.  6).  Ver- 
längern wir  X  um  Jx  und  //  um  Jy^  so 
wird  die  Zunahme  des  Flächeninhaltes  durch 
die  Summe  der  drei  Rechtecke  x.Jy.  y.Jx. 
Jx .  Jy  angegeben,  also  Fii 

J  [x  >  y)  :i=  X  .  Jy  +  y  .  Jx  +  Jx .  Jy. 
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Das  winzige  Iveehteck  Jx.Jij  verscliwiTidet  um  so  mehr 
im  Verhältnis  zu  x  .  Jij  und  //  .  Jx.  je  kleiner  wir  die  Zu- 
wachse Jx  und  Jij  nehmen. 

Setzen  wir  z.  li. 

a;   =    1.      y   =    2,      zf.K  =    ü,l    und    ^y   =    0,2, 
so  wird 

x.jy+yjx  =    1.0,2 -f  2.0.1    =    0,4 
Jx.Jy  =   0,1  .  0,2   =   0,02 
und   das  Verhältnis 

J.T  .  Jy  :  (xJy  +  ydx)   =    0.02  :  0,4    =    1  :  20 

Für  Jx   =    0,001    und   Jy  ■==   0,002   erhalten   wir: 
x.Jy  +  yJx  =   1.0,002  +  2.0,001    =    0,004 
Jx.Jy   ^    0,001  .  0,002    =    0,000002   und 

Jx  .  Jy  :  {xjy  +  yJx)   =    1  :  2000. 

Im  Grenzfall  wird  alsu,    wenn  wir  von  der  endlichen  Diffe- 
renz zum  uneixdlich  kleinen  Differential  übergehen : 

(I  (.1- .  y)  =r  X  .  (ly  +  ydx. 


Anmerkung:  Aus  der  übi;^-en  Betrachtung  lässt  sich 
ersehen ,  das«  es  unendlich  kleine  Grrössen  verschiedenen 
Grades  giebt;  dx  .  dy  ist  unendlich  klein  vom  zweiten 
Grade  und  kann  deshalb  neben  den  unendlich  kleinen 
Grössen  vom  ersten  Grade  x  .  dy  und  y  .  dx  vernachlässigt 
werden. 

23.  Ist  ein  Faktor  des  zu  dilferentiierenden  Produktes 
konstant,  so  ist  sein  Dilferential  nach  [19j  gleich  Null  uml 
es  folgt  aus  [22] 

d  {/:  ■ !/}  =  /■• .  dl/, 

d.  h.  einen  konstanten  Faktor  kann  num  vor  das  Differential- 
zeichen ziehen. 

24.  Differentiation  einer   Potenz.     Nach  |22|  wird 

dx'   =   d  (x  .  x)    ---   .rdx  +  xdx  =   2xdx 
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und  weiter  . 

f/.«;'  =  d  (x" .  x)  =  .'•'  (Ix  +  x(lr'    =  X-  (If  +  X  2r  dr  =  Sx*  r/.r. 

und  schliesslich 

Schreiben  wir  statt  //  jetzt  —  ».  so  wird 
Beispiele: 

Hierher  gehört  auch 

d(\/x)  =  d(j:^)  =  i   x^~^d,   =    y  x~hx  =  4-^' 
'2  2  2    \Jx 

25.      Die    Differentiation    eines    Quotienten    ergiebt 
sich  aus  [22J  und  [24J 

r/(~    =  d(x.ir')  =  xd{ir')  +  ir  dr   = ^H 

oder  anders  geschriel)en : 

,  /  .r  \  II  dx  —  xdii 


20.     Differentiation   des    Logarithmus.     Hier  wollen 
wir  wieder    von  endlicher  Zunahme    ausgehen.     Wir    setzen 


a) 


II  =  loa'  X 


und  lassen  y  um  Jy  zunehmen,  wodurch  ./;  um  Jx  zunehmen 
möge:  dann  wird 

b)  y  +  Jy  =  log  ix  +  Jx^. 

Ziehen  wir  die  Gleichung  a)  von  b)  ab,  so  wird 

Arndt,    Malhematik  für  Chemiker.  2 
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Jy  =  log  {x  +  Jx)  —  lug  X  =  log 


X  +  Jx 


c) 


=  log(l  + 


Jx 


Dividieren  wir  beiderseits  durcli  Jx^  so  ergiebt  sich 


4'/ 
Jx 


d) 


1        X    ,         .         Jx 
'—•    ,     log   1  +  


X        ^ 


' 

X 

\                X 

Jx 

{        JxX^-^^ 
Der  Ausdruck  (  1  +      '    1  ist    von     der    allgemeinen 


1  \ 

Form  (  1  +  — J 


Gehen  wir  zur  Grenze,  zum  Ditferential  über,  so  wird 

X  .  X 

im  Bruch      "      der  Nenner  uner.dlich  klein,  also   -,      ^=  cxj. 

Jx  dx 

Für    II  =  oo    erreicht    nun    der    Ausdruclv    (l  +  — )    einen 

Grenzwert  (limes)  und  zwar  ist  dieser    die    unter  [<)]    schon 
erwähnte  Zahl  <'\  man  drückt  dies  aus  durch  die  Gleichunii,-: 


e) 


lim(l  +  ^r=^  c 


DasH   sicli    (l  +        I     mit     wacliseudoiii    n     dieser    ond  liehen 
V  n ) 

(ireiize   nähert,  kann   man   aus  folgender  'I'abelle   erselien'): 


1)  Die  Taholle  ist  dem  bekannten  Werke  von  Kernst  und  Scbön- 
fliess,  Kinfiihrnnff  in  die  inatlieinatisclic  Behandlung  der  Naturwissen- 
s<liaften,  entnommen. 


Für  //    =    1       10 

1\" 
1  + 
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100  1000  10000  oc       wird 

=    2    2,594...    2,70:)...    2,712...    2,718...    2,71<S28... 


Demnach  wird 


f) 


dy 
(ix 


loa: 


"Wählen  wir  '  als  Basis  des  logarithmischen  Systems 
d.  h.  gebrauchen  wir  natürliche  Logarithmen,  so  wird 
log  nat  e  =  1  und 

dy^  _    1 

dx  X 


g) 


Erinnern  wir  uns  der  Gleichung  r/,  so  ergiebt  sich  schliess- 
lich 

h)  ^/ (log  nat./)  =   ~dx- 


Anmerkung:    Den    Quotienten    zweier    Difierentiale, 

wie   z.  B.     ,'  .    bezeichnet     man     als    „Diff  erentialq  uo- 
dx 

t  i  e  n  t  e  n . " 

27.  Differentiation  von  sin  x:  In 
Figur  7  sei  der  Kreisbogen  AF  =  x; 
seine  sehr  kleine  Zunahme  werde  an- 
gedeutet durch  PI\  =  Jx.  l'Q  und  a 
Pj  ^,  seien  senkrecht,  Pli  parallel  zu 
AM  gezogen.  Setzen  wir  nun  noch 
den  Kreisradius  ^  1  so  wird 

Fig.  7. 

a)  sin  x  =  FQ  :  F2I  ^  FQ  :  1  =  FQ 
und  entsprechend 

b)  sin  {x  +  Jx)  =  F^  Q^ . 

Ziehen  wir  a)  ''/on  b)  ab,  so  ist : 
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c^  sin  (.(■  +  J.<)  -  sin  x  =   I\  Q,  -  PQ  ^   I\  II. 

Ziehen  wir  die  Sehne  P]\ ,  so  wird  im  Dreieck  P]\  11 : 

dj  /\  // :  1'1\  =  cos  FP,  n. 

Liegt  Pj  sehr  nahe  /',  wie  in  unserem  Falle,  so  fällt  die 
Sehne  PP^  praktisch  mit  dem  Bogen  FF^  =  Jx  zusammen. 
<  P,  PM  wird  ein  rechter  Winkel  und  ^  PP,  B  =  RPuM 
=  P3IA,  so  dass  wir  für  d)  mit  Benutzung  von  c)  schreiben 
können : 

sin  (x  +  z/./-)  —  sin  x 
e  I  ^^ :; =  cos  X. 

Jx 

Grehen  wir  \on  der  endlichen  Differenz  zum  Differential 
über  so  w^ird  sin  (x  +  dx)  —  sin  x  die  unendlich  kleine  Zu- 
nahme von  sin  x,  also  r/  sin  ./•  und  nach  e) 

f )  (/  sin  X  =  cos  X  .  (Ix. 

28.     Differentiation  von  tosx.     Wir  setzen: 

a)  //  =  cos  X 

h)  Jij  =  cos  {x  +  Jx)  —  cos  X. 

Benutzen  wir  die  unter  (7f]  angeführte  trigonometrische 
Formel,  so  wird: 

,,    .     2a;  +  Jx       .     Jx 
c)  Jy  ^=  —  l  sin -T •  sm  ~^^ 


und  weiter 


J.r  \        .      Jx  1      Jx 

2    )-'"''2"   ■•    2" 


siniic  -(-     .>     I  •  sm 


Je  kleiner  der  ]^ogen  Jx  genommen  wird,  um  so  ge- 
ringer ist  der  Unterschied   zwischen  ihm  und  seinem  Sinus. 

Man  lasse  in  Fig.  7  P  immer  näher  au  A  heraiu-ücken ,  dann 
f'älh  3chlie,s.slich  der  Bogen  VA  und  die  Senkrechte  FQ  ==  sin  VMA 
zusammen. 
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Es  wird  also : 

Jx 
sin     ^j- 

e)  li°^ -  =  1 

dx  —  dx      Jx 

2 

und  aus  d)  nunmehr,  da  dx  neben  x  v  er  seh  windet, 

dy 

-f-  =  —  sm  X 
ax 

oder  nach  a) 

d  (cos  x)  =  —  sin  xdx. 

29.     Mit"  Hufe  von  [7d],  [25]  und  [7c]  ergiebt  sich: 

sin  X  \  cos  X  .  cos  xdx  —  sin  x  (—  sin  x  dz) 


d  (tansr  x)  =  d  ( | 

— ^^ — -  \  cos  x  ) 


cos  X 
(cos''  x  -\-  sin"  x)  dx  dx 


,  cos  j:;  cos^r 

30.     Aus  der  Gleichung 

X  =  sin  // 

lässt    sich    ableiten    //  =  arc  sin  x    d.  h.    y    ist    der    Bogen 
(arcus) .    dessen  Sinus    den  Wert  x  hat.     In   gleicher  Weise 
erhält  man  die  BegriiFe  arcus  cosinus  u.  s.  w.:  man  bezeichnet 
sie  als  cyklome  tri  sehe  Funktionen. 
Differentiieren  wir  die  Gleichung 

X  =  sin  i) 
so  wird  nach  [27] 

dx  =  cos  ydti. 
Da  nach  [7cJ 

cos*  //  =  1  —  sin*  V 
oder 


cos  y  =^   Sjl  —  sin''  y  ■=  \jl  —  x^ 

ist.  so  wird 

dx  =   \/l  —  a* .  dy 
oder 
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,  .  dx 

d  arc  sm  x  =  — 

Auf  ähnlichem  Wege  erhält  man 

dx 


d  arc  tans:  x  =^ 


l-\-x' 

31.  Aus  der  Grleichung 

a)  y  =  e^ 
folgt 

b)  log  nat  y  =  x. 
Diiferentiieren  wir  bj,  so  wird  nach  [26] 

^  =  dx 

H 

also  gemäss  a)  , 

d  {(-")  =  e-'  dx. 

32.  Wichtig    ist  .schliesslich  noch    das  Differential    des 
Ausdruckes 

log  nat!./  +  \'a  +  x^), 

das    uns    gleichzeitig   ein   treffliches  Uebungsbeispiel    bietet. 
Wir  setzen  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 

a)  X  +  \Ja  +  -j^  =  H] 
dann  wii'd 

b)  d  flog  nat  {x  +  \u  +  x^)]  =  d  log  nat  //  =  —  • 
Darin  ist  weiter 

c)  du  =  d{x-^  \Ja  +  x')  =  dx  +  d^n  +  x'' 

d\la  +  x'  =   d(a  +  x'f  =    ^  {a+x')"  ^ .  d  (n  +  x') 

d)  =  -i  {a  +  ..O"  ^  2.r  dx  =    --^  ^ . 
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Setzen  wir  alles  in  b)  ein,  so  erhalten  wir : 
xdx 


du 


dx- 


Sja  +  x' 


\Ui  -\-x^  -\-x 


'*  x-\-\a-\-x' 

oder 

d  [log  nat  {x  +  y/a  +  x^)] 


S!ü+x'{x-\-\Ja  +  x'') 


dx  = 


dx 


Sja+x" 


dx 


\/a  +  x' 


33.     Stellen  wir  die  in  [19]  bis   [32]    gefundenen  Diffe- 
rentiale zusammen,  so  ergiebt  sich  folojende  Tabelle 


a) 

d  (konstans) 

=  () 

b) 

d(x±y) 

=  dx  ±  ^/?/ 

c) 

d{xy)  - 

=  X  dij  -\-ydx 

d) 

y  dx  —  X  dy 

e) 

dx"  -- 

=r  n ./'""'  dy 

i) 

d  (log  nat  ./•)  = 

dx 

X 

g) 

d{f)     : 

=  f'^dx 

h) 

d  sin  x  - 

=  cos  xdx 

i) 

d  cos  X 

=  —  sin  X  dx 

k) 

d  tang  X 

dx 
cos-  X 

1) 

d  arc  sin ,/; 

dx 
\/l-x' 

m) 

d  arc  tang  x 

dx 

l-\-x' 

n)                   (7 

log  nat  (^-  +  Vf/  +  .r') 

dx 

Kia  +  x!' 

—     24 


Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  die 
analytische  Geometrie. 

34.  Es  sei  eine  Kurve  gegelien  und  auf  ihr  die  Punkte 
1\  und  P,,  deren  Verbindungslinie  die  a;-Axe  in  A  unter 
dem  Winkel  cp  schneiden  mög(^ 
(Fig.  8).  Ziehen  wir  l\  V,  und 
1\  Q^  senkrecht  zur  x-X^e.  dann 
sind  nach  [8J  L\  {)^  =  //,  und 
^Vt^a  =  ;'/2  die  Ordinaten,  OQ^  =  / , 
und  OQ^  =  x.^  die  Abcissen  der 
Punkte  r,  und  I\ :  ferner  sei 
P,  Ii  parallel  ;?;ur  ./-Achse,  so 
dass  je  I\  J\  11  =  J\  A(,>^  = 
cp  ist. 

Aus  der  Figur  folgt 

a)     fang  P,  1\  U  =  P_^  U  :  }\  /!  =  {I\  Q,  -  1\  V,)  :  {OQ,  -  <KK) 

oder 

fang  cp  =   (//^  —  //,) :  (x,  —  x^) 

Die  Tangente  des  Winkels,  d^n  die  „Sekante"  /',  J'.,  mit 
der  .x-Axe  bildet,  ist  also  gleich  dem  Quotienten  aus  dem 
Zuwachse,  den  y  erhält,  wenn  wir  auf  der  Kurve  von  1\ 
nach  P^  wandern,  dividiert  durch  den  entsprechenden  Zu- 
wachs von  ,/■. 

Lassen  wir  / ,  auf  der  Kurve  unendlich  nahe  an  /', 
heranrücken,  so  wird  die  Verbindungsgerade  1\  I\  Tan- 
gente an  die  Kurve,  die  Differenz  y.,  — jj^  zum  Differential 
dy  und  ebenso  x^  —  x^  zu  dx,  so  dass  für  den  Winkel  cp.  den 
die  Tangente  mit  der  ./-Axe  bildet,  die  Gleichung  gilt: 


b) 


taug  cp 


d,, 

dr 


Setzen  wir    diesen  Wert  für  taug  cp    in    die  Gleichung 
der  Geraden  |10c]  ein,  so  erhalten  wir: 
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c)  „=t--''' 

'  (Ix 

Diese  Gleichung  gilt  für  alle  l'unkle  der  Tangente,  also 
auch  für  den  Berührungspunkt  J\,  dessen  Koordinaten  ./,  und 
//,   wir  demnach  in  c)  einsetzen  können: 

A)  ,,  =  ,,;'  ■ .:,  -  /.■•. 

Ziehe  ich  d)  von  c)  ab.  so  verst'hwindet  /'  und  ich  erhalte 
als  Gleichung  der  Tangente  in   J\  : 

e)  //-//,   =    ^f^,  (.r-x,). 


Da  der  Berührungspunkt  der  Kurve  und  der  Tangente 
gemeinsam  angehört,  so  gelten  für  ihn  zugleich  die  Glei- 
chung e)  und  die  Gleichung  der  ItetrefFenden  Kurve. 

Beispiel.  Die  Kurve  sei  eine  Parabel;  dann  gilt  für  jeden 
Punkt   der   Kurve  die   Gleichung   rila] 

f)  i   =^   kx. 

Aus  f)   kann   ich       '     herleiten,   wciai    ich   dift'erentiiere : 


fh 


'^ydij  = 

Ldx 

dy  _ 

dx 

k 
2v 

g) 

oder 
h) 


Setze  ich   g)  in   e)   ein,  so   erhalte   icli   als  Gleichung  der  Parabel- 
tangente: 

k  . 


35.  Um  ganz  allgemein  auszudrücken,  dass  die  Koor- 
dinaten eines  Punktes  auf  einer  Kurve  liegen  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  eine  veränderliche  Grösse  („Variable") 
//  in  gesetzmässiger  ^^'eise  von  einer  anderen  Veränderlichen 
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.'•  abhängt,  sagt  man:  //  sei  oine  Funktion  von  x  und 
schreibt: 

a)  //  =  /■(•'•)• 

Auch  für  den  Differentialquotienten    dieses  Ausdruckes 
hat  man  eine  allgemeine  Schreibweise,  indem  man  setzt: 

Beispiel:  Ist 

c)  //  =  /er)  =:  log  nat  a-. 

Dann  wird  nach  [83t'| 

ax  .r 

Diese  Grleichung  d)  kann  man  wieder  ditferentieren : 

Für  <l  {  y    ]:<lx  schreibt   man  kürzer  -^'    .  so    dass 
\  ax  j  (ir* 

f )  d\>/  1 

Diesen  Ausdruck  kann  man  noch  ein  drittes  Mal  differen- 
tiieren :  dann  erhält  man  -3  =  f" [x)\  so  gelangt  man 
schliesslicli  zu  der  /#  ten    „Ableitung"  f'{x'). 

Die  Inklliche    Bezeichnung     , '     oder  f"{x)  bedeutet  also, 

(IX" 

dass  die  betreffende  Funktion  von  .r  u  mal  nach  der  Ver- 
änderlichen X  zu  differentiieren  und  jedesmal  durch  dx  zu 
dividieren  ist. 

In  der  besprochenen  Schreibweise   lautet  die  Gleichung 
der  Tangente  [34  e] : 

g)  y-Vx  =  f'{x){x-x;). 
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36.     Lassen  wir  auf  der  Kurve    den  Punkt  1'  wandern 
nnd  ziehen  jedesmal  die  Tano;ente    an  die  Kurve,    so    giebt 

dx 


uns  die  Aenderung  von  lang  cp 


einen    Begritf    von 


Fig.  it. 

der  Krümmung  der  Kurve.  Hat  die  Kurve,  wie  in  Fig.  91 
einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt  M  (in  dem  y  einen  Wert 
erreicht,  der  grösser  bezw.  kleiner  ist  als  die  Ordinaten 
aller  benachbarten  Punkte)  so  ist  in  diesem  Punkte  die 
Tangente  parallel  der  .r-Axe.  also  (p  =  < j  und  damit : 


a) 


tang  cp  = 


dx 


=  /''.^i  =  0. 


Ob  die  Ordinate  einer  Kurve  ein  Maximum  bezw. 
Minimum  hat,  stellt  man  demnach  fe^t,  indem  man  ihre 
Gleicliung  differentiiert  und  den  Diiferentialquotienten 
dy 


dx 


0  setzt;    mit  der  so  erhaltenen  neuen  Grleichung  be- 


rechnet  man   die  Koordinaten    des    höch.sten    bezw.  tiefsten 
Punktes. 

Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Maximum  oder  ein  I\Iinimum 
von  y  vorliegt ,  gehen  wir  von  M  auf  der  Kurve  ein 
wenig  weiter  nach  rechts:  gewinnt  dann  der  Winkel  (p 
und  damit  tang  (p  einen  negativen  Wert,  .-^o  handelt  es  sich 
um  ein  Maximum:  wird  tang  (p  positiv,  so  haben  wir  es 
mit  einem  Minimum  zu  tun. 

Im  ersten  Fall  ist  die  unendlich  kleine  Zunahme  von 
f  {x)  mit  wachsendem  x  negativ,  im  zweiten  positiv. 
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Daraus  folü^t  die  l^e;i;('l:  Man  differentiiere  /'(r)  nach 
x :  ist  der  für  die  zweite  Ableitung  f'U'^  gefundene  Wert 
positiv,  so  liegt  ein  3Tinimum  für  //  =  f{p^  vor,  ist 
/ "  (x)  negativ,  ein  31  a  x  i  in  u  m. 

Beispiel.  Die  Gescliwindigkeit  einer  chemischen  Uni- 
wandlnng,  die  durch  das  entstellende  .Reaktionsprodukt 
beschleunigt  wird,  lässt  sich  nach  Ostwald,  Allgemeine 
Chemie  II.   1.  Seite  2(:)5  durch    die  (J-leichung    wiedergeben: 

worin  r  die  Geschwindigkeit,  x  die  wachsende  Konzentration 
des  Umwandlungsproduktes.  /.\.  1:.^  und  A  Konstante  be- 
deuten (.1  die  Anfangskonzentratiun  des  sich  umwandelnden 
Stoffes).  Mit  zunehmendem  r  nimmt  der  Faktor  (A  —  x) 
ab,  dagegen  der  andere  Faktor  {/.\  +  L\,X)  zu.  so  dass  die 
Frage  naheliegt,  ob  die  rxeschwindigkeit  v  mit  wachsendem 
X  ein  Maximum  oder  Minimum  hat. 

Diiferentiiren   wir  die  Gleichung  b).  so  wird 

c)  dv  =  (/,■,  +  l-^  X)  il  (A  -x)+{A-  x)  d  (/■■,  +  /•,  x) 

=  -  (/•,  +  /,,  x)  dx  +  {A  -  x)  /, 2  dx. 

Vüv  den  Fall  eines  Maximums  oder  Älinimums  wird 

d)  1^    =  -iK  +  K^')^{A-^r)lc^  =  0. 
Aus  d)  i'olgt  für  x  der  A\'ert: 

'^  "^  =  "2/7 

-"2 

Km  zu  entscheiden,  ob  im  Punkte  mit  der  durcli  e)  be- 
stimmten Aliscisse  die  Ordinate  r  ein  Maximum  oder  ein 
I\Iinimum  hat,  differentiieren  wir  d)  noch  einmal  und  er- 
halten: 
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Da  die  Konstante  k^  ihrer  Bedeutung;  nach  positiv  ist, 
so  ist  nach  t)  die  zweite  Alileitunfi;  negativ;  die  Ge- 
schwindigkeit V  hat  also  ein  ]\Iaximuni. 

37.  Aendert  eine  Kurve  ihre  Krümmung  derart,  dass 
sie  von  der  Konkavität  zur  Konvexität  gegen  die  ./-Axe 
übergeht,  so  sagt  man:  die  Kurve  liat  einen  Wende- 
punkt (^  ir  in  Fig.  91).  In  einem  Wendepunkt  erreicht, 
wie  aus  der  Figur  ersichtlich,  cp  und  damit  tang  q)  ein 
]\[  a  X  i m  u  m  oder  Mini  m  u  m.  Zur  Ermittelung  des  Wende- 
punktes haben  wir  also  dem  tSinne  von  [3G]  gemäss  tang  (p  = 
/ '  (.t)  zu  diiferentiieren  und  die  erhaltene  zwei  te  Ableitung 
/"(.ri  =;  0  zu  setzen.  Ist  einmal  sowohl  f  {x)  als  auch 
/""  ix)  ^nv  den  gleichen  Wert  vo)i  .r  gleich  Xull.  so  liegt  die 
Wendetangente  parallel  zur  .r-Axe  (Fig.  911). 

Beispiel  1.  Die  Isothermen  der  v  a  n  d  e  r  W  a  a  1  s- 
schen  (ileichuno:: 


a) 


P  + 


(r  —  b] 


I!  T 


besitzen  unterhall)  der  kritischen  Temperatur  Maximum, 
Wendepunkt  und  Minimum  :  im  kritischen  Punkte  liegt  die 
Wendetangente  horizontal. 

Fig.  lO  zeigt  die  Form  einiger  Isothermen  für  Kuhlen- 
säure. 

Beispiel   2.     Für   die   Sinuslinie   f{x) 
=  sinx  ist  /'(.')  =  cosj-;,  f"{xi  =  —  sin  :z- . 

7t         3 

cos  X  wird  o-leich  Null  liir  x  ^  --  .  -?^  n. 


-p-  n  u.  s.  w.,  hier  also  hat  die  Sinuskurve 

ihre  Maxima  und  Minima,  wie  schon  unter 
[13]  Ijespruchen  wurde.  /'"  {x)  =  —  sin  x  =  U 
trifft  zu  für  x  =  U.  ti,  2ti  u,  s.  w.  ,  hier 
haben  wir  V/endepunkte  (vergl.  Fig.  4). 


Fig.  10. 


3(1 


Reihen. 

i3S.  Eine  euipirisch  aufgefundene  /alilenmässige  Be- 
ziehung: /wischen  zwei  veränderlichen  Grössen,  deren  ge- 
setzmässigen  Zusammenhang  man  nicht  näher  kennt  (z.  ß, 
zwischen  dem  Volumen  eines  Körpers  iind  der  Temperatur 
oder  zwischen  der  elektromotorischen  Kraft  eines  Thermo- 
elementes und  der  Temperatur),  ptiegt  man  durch  eine 
Toteirz-reihe  darzustellen,  die  nach  Potenzen  der  einen  Ver- 
änderlichen ansteigt,  indem  man  setzt 

,1   =   I  (.r )  =   (f  -}-h  x  +  (•  X-  -{-  (It^  +  r  x*  +  ■  ■  ■ 

worin  a.  b,  c  u.  s.  w.  Konstante  sind.  Je  mehr  Griieder, 
je  mein-  Konstante  die  (lleichung  hat.  um  so  genauer  kann 
sie  die  Px'ziehung  wiedergehen ;  die  Zahlenwerte  der  Kon- 
stanton sind  aus  einer  möglichst  grossen  Anzahl  genauer 
Einzelbeohaehtungen  auszureclmen. 

Zu  beachten  ist,  ob  die  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Veränderlichen  keine  plötzlichen  Aenderungen  erleidet,  wie 
sie  z.  I).  für  die  Ausdehnung  des  Wassers  auftreten,  wenn 
das  Wasser  aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand  und 
aus  diesem  in  den  gasföriüigen  Zustand  übergeht.  Für 
jeden  dieser  drei  Zustände  muss  eine  gesonderte  Gleichung 
der  Tem])eraturfunktion  mit  neuen  Zahlenweiten  der-  Kon- 
stanten aufgestellt  werden. 

Stellt  man  die  Gesamtheit  der  Beebachtungen  durch 
einen  Kurvenzug  dar,  so  treten  die  Stellen,  an  denen  solche 
Zustandsiinderungen  sich  ereignen,  in  der  Zeichnung  durch 
Knicke  hervor,  die  um  so  deutlicher  sich  ausprä"gen,  je  ge- 
nauer die  Kurve  durch  genügend  zahlreiche  exakte  Beob- 
achtungen (zumal  in  der  Nähe  der  Knickj)unktc)  festgelegt 
ist  und  je  zweckmässiger  in  dieser  Hinsieht  das  Verhältnis 
der  I\Iassstäl)e  für  die  beiden  Koordinatenaxen  gewählt  wird. 

H!l.  Ist  füi"  die  nach  |ii8]  entwickelte  Funktionsglei- 
ehung  //  --  /'(./)  die  Funktion  f  {x)  selber  bekannt,  so  sind 
die  Konstanten  n ,  h,  c  u.  s.  w.  (die  ..Koeffizienten"  der  ein- 
zelnen   KNnhengliederj  leicht  aus  f{x)  direkt  herzulcMten. 


—     31     — 

Zu  diesem  Zweck  wird  die  Grleichung : 

a)  f{x)  =  a  +  hx  -^  ex"  +  r/x"  +  ex* -^ 

Jifferentiiert  und  dadurch  die  neue  Gleichung  erhalten  : 

b)  /■'  (.r)  =  />  +  2  r  X  +  3  dx''  +  4  ^^x"  H 

diiferentiieren  wir  weiter,  so  wird 

c)  /"  (.r)  =  2  f  +  2  . ;}  dx  +  3.4  ex""  +  •  •  • 

d)  /""(.r)  =  2.3r/  +  2.3.46',y  +  --- 

e)  /•(iv:.(^-)  =  2.3.4r  +  ... 

Bezeichnen    wir    den  Koeffizienten    des    (//  +  !)  Gliedes    mit 
Ä',,^,.  so  wird,  wie  ersichtlich. 

f)  /  '"{x)  =   1  .  2  .  3  .  4  . .  .  (//  -  1)  */  .  /•_,  +  •  ■  • 

Diese  Reihenentwicklung  ist  nur  zulässig,  w^enn  f  (x) 
und  seine  sämtlichen  Ableitungen  sich  stetig  und  eindeutig 
mit  X  ändern.  Innerhalb  dieses  Gebietes  der  stetigen 
Aenderung  liege  auch  der  Wert  x  =  0.  Setzen  wir  diesen 
besondern  Wert  :?:;  =  0  in  die  Gleichungen  a)  bis  f )  ein,  so 
verschwinden  alle  Glieder,  die  x  enthalten  und  es  bleibt 
zurück : 

/•(O)   =   a  /'"(())   =   2.3r/ 

g)  f(0)  =  h       /(iv  (0)  =  2.3.4e 

f'\0)  =  2r      /•-(())  =  1. 2. 3...  (/.-l)  ;./,„,,. 

Die  Schreibweise  f(0)  u.  s.  w.  soll  kurz  den  besonderen 
Wert  bedeuten,  den  die  Funktion  f{x)  für  ./•  =  0  annimmt. 
Bezeichnen  wir  abkürzend  das  Produkt  aller  positiven 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  mit  n\  (gesprochen:  w Fakultät), 
so  können  wir  in  die  Gleichung  a)  für  die  Konstanten  k,  b,  r 
u.  s.w.  ihre  aus  ":)  folgenden  Werte 


no),  /'(o), 


/'(ü)      /"'(O)       /•(iv)(0)      /'"'(O) 


1.2    '      3!      '        4!       '       ;/! 
einsetzen  und  erhalten  so  schliesslich: 
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1>^  /  (^')  =  /(O)  +  ^7  '  (0)  +  ^  /•"  (0)  +  ^j  /"'  (U)  + 1*  Z'^v)  (0) 


+ 


// 


Diese  Keihc  lieisst  nach  ihrem  Erfinder  die   Reihe  von  Mac 
L  a  n  r  i  n. 

Setzen  wir  für  x  den  Ausdruck  a—x,  also  h'ir  fix)  nunmolir 
/(«-!-.r),  so  wird  für  x  =  0  dieses  /(a  +  ic)  zu  /"(«);  führen  wir 
diese  Benennunjien   in  [39  h|   ein,  so   erhält  die  Keihe  die  Form: 

/(a+.T)   =   f{a)  +  xf'[n)^    ^- ^^   f"  {c^  ^  |^^"' («)  +  ... 

Dies  ist   die  Reihe    von   Taylor: 

40.  Die  Reihe  von  Mac  Laurin  gestattet  uns  unter 
anderem  die  Funktion  e'  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von 
./■  zu  verwandeln.     Wir  haben  hier  nach  [33  g] 

.  f{x)  =  <'  /•(<>)  =  r"  =  1 
f'[x)  =  r'  f'{i))  =  r"  =  l 
f"{x)    =   r--      /■"(())    =.    r^>   =    \ 


S(j  dass  die  Reihe  [39  h]  die  Form  erhält 

,,.V  ,3 

a)  r'  =:   \  -\-  X 


1.2    '   1.2.3  '    1.2.3.4    ' 

Für  X  =  1  giebt  uns  die  Reihe  einen  A\^ert  von  r.  nämlich : 

'')       "  =  1  + 1  +  -i-Y  +  ro  +  I .  ^:iÄ  +  ■■■ 

41.  Die  Entwicklung  einer  Funktion  in  eine  unend- 
liche Reihe  hat  nur  danii  einen  praktischen  Wert,  wenn 
man  die  Reihe  ohne  wesentlichen  Fehler  nach  einer  end- 
lichen Zahl  von  (Tliedern  abbrechen  darf;  der  dann  noch 
verbleibende  Rest  muss  sich  also  mit  wachsender  Zahl  der 
beriicksichtiorten    Glieder    dem    Grenzwerte    Null    nähern 
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d.  li.  es  rnuss  sein,  wenn  //  die  Zahl  dieser  Glieder  bedeutet, 

a)  lim   //„  =  U. 

Um  uns  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  das  Restglied 
der  31  ac  L  aurin  sehen  Reihe  [39  h]  zu  verschaffen,  wollen 
wir  die  Reihe  z.  B.  nach  dem  vierten  Gliede  a])brechen 
und  setzen: 

b)  /■(.^)  -  /(O)  +  x.r (0)  +  ^f" (0)  +  j^ /"' (0)  +  n 

worin  der  Rest 


Dann  ist  zunächst   klar,    dass    //  grösser  ist  als   77 /'^^'^(O) 
(nämlich  um  alle  folgenden  (xlieder). 

Zweitens  ist  aber  Jl  kleiner  als  "rr '/ '■'^'('^■)  j  denn  wenn 

4 ! 

wir  die  mit  [39  h]  zusannnenfallende  Crleichung: 


d)         fix) 


/•(O)  +  xf'  (0)  +  -^  /■"  (0)  +  ^-^-^  /-"  (0) 


=  fy/^^^^OO  +  l^/^^'OO  +  fy/'^'HO) 


viermal    dilFerentüeren ,    so    erhalten  wir.    da   die  Faktoren 
/'(O)  u.  s.  w.  konstante  Grossen  sind, 

e)  /-(iv)  (^.)  =  fx(^''>{0)  +  x/nv;  (0)  +  -^-  /  i"^)  (0)  +  •  •  • 
und  es  wird,    wenn  w4r  mit  -,  ,    multiplizieren : 

f)  1^  f  'V)  (,,)  =  .|l/av)  (0)  +  ^  /-CV)  ^0)  +  -^f^  /-(vi:^  (0)  + . . . 

Arndt,     Mathematik  für  Chemiker.  O 
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Oieser  Ausdruck  f")  ist  augenscheinlich  grösser   als  c\  weil 

l         ..  .  ,      ,       1  1  ..  ,1 

,,     grosser  ist  aJs  -^rr  •     ,i   -,     ^    grosser  als     .,    u.  s.  w. 
4!    '^  o!      4!  1 .2    '^  t)! 

Es  ist  also  7'  grösser  als  ~jj-  ■  f'^""^  {^^)    und    kleiner    als 

g)  -Ij- /■'"•.  (0)</,'<-|^- /■'"■>(:«:). 

Da  die  Funktion  nach  ^Voraussetzung  [39]  stetig  ist.  so 
wird  es  sicherlich  einen  zwischen  0  und  x  liegenden  Wert 
h.c  geben  (worin  0  ein  echter  Bruch  ist),  für  den 

h)  n  =  ~-f'^''^,hx). 

Brechen  wir  die  Eeihe  statt  nach  4  nach  ;/  Gliedern 
ab.  so  lautet  das  ..Restglied":   • 

i)  //  =   ^-'  /•<"'  (dx). 

Anmerkung:  Diese  kurze  Herleitung  der  allgemeinen  Form 
von  R  gilt  unter  der  Voraussetzung,  dass  x,f{x)  und  die  sämtlichen 
Ableitungen  po.sitiv  sind  und  dass  von  vorn  herein  die  Zulässigkeit 
dieser  P^ntwickelung  nicht  in   Zweifel  gezogen    wird. 

Beispiel  1.  Wenden  wir  da.s  Gelernte  auf  die  Reilie 
für  ('^  \A^)(i\  an,  so  wird  dort 

x" 
n  ! 

Hierin  ist  t^>----  eine  endliehe  Grösse:       j  wird  von  einem  ge- 

7^  ! 

wissen  Gliede  an,  nämlich  sobahl  ;,'!  >  x"  wird'),  ein  echter 

\)  So  wird  lar  x  ^=^  2  scliou  bei  n  =    1   der  ij»uoticiit 
X"  2.2.2.2  2 

777  ^     1  .2.;5.T  "^    .3 
ein  orlitcr  lirucii. 
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Bruch  ,  der  für  n  =:  oo  versehwindot.     Es  ist  also 

lim  -^6-0-  =  ü; 

die  Reihe    für  e'^   ist    ..konvergent"'    (d.  h.    sie    hat  einen 
endlichen  Wert). 

42.     Entwickeln  wir  die  Funktion 

a)  /■(.«)  =  log  nat  (l  +  .r) 
in  eine  Reihe  nach  [39h].  so  ergiebt  sich: 

/•(O)  =  log  nat  1   =  0 

f'(^)  =  i|^    -  (l+^r   /'OO  =  1 

fix)  =  -(l  +  .r)-^  /-"(O)  =  -1 

f"'{x)  =  ^1.2(1+./)-        /'"(O)  =  1--2 

^•(iv)  (:r)  =  -  1  .  2  .  3  (1  +  xj;'    /  (i^" (0)  =  -1.2.3  u.  s.  w., 

b)  log  nat  (1  +  a)  =  ■'■  "  ^T  "^  X ^  ^  ^ ^~ 

Hier  ist 

A'  =  ^'i  •  [+("-!)! (1  +  ^'.)-' 

—  + 


Darin  ist 

(1)  lim  —  =  0. 

Der    Quotient  ^, —  7—  ist  sicher  ein  echter  Bruch,  wenn 
1  -f  y,/ 

X  selber  ein  echter  Bruch  (oder  ==  1)  ist.    dann    wird 

e)  lim  i-r^jri  =  0 

^  „  =  ^\i+Hx) 

und  damit  auch  der  Grenzwert  von  B  =  0. 

3* 
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Die  Ivcilie  [42  b]  ist  also  konvergent,  wenn  x  zwischen 
0  und    1    lien-t. 

Anmerkung  1.  Setzen  wir  x  =  1,  so  können  wir  an.« 
(ier  Reihe  ['J2b]  den  Zahlenwert  von  log  nat  2  ausrechnen.  In 
Wirklichkeit  benutzte  man  freilich  zur  Ausrechninig  der  Logarith- 
men andere  aus  [42  b]  abgeleitete  Keihen,  die  weit  rascher  konver- 
gieren, SU  dass  man  viel  weniger  (ilieder  gebraucht,  um  die  Loga- 
rithmen  auf  die  gewünschte   Anzahl    Dezimalen   auszurechneu. 

Anmerkung  2.  log  nat  .r  kann  man  nicht  in  eine  Reihe 
entwickeln,   weil    für  x   =    0     f{x)   =    log  nat    ü    =    —  oc-   wird. 

43.  Für   /(.r)  = liefert  die  Eeihe  von  Mac  Laur in 

die  Entwickehing : 

a)  ^-"^—  -   l-x+x'-.x'+.r' +  ••• 

l-\-x 

Die  Reihe    erliält    man  übrigens     auch   sehr    einfacli    durch  Ausdivi- 
dieren des  Bruches 

1  +x 

Ist  X  sehr  klein .  etwa  gleich  der  sehr  kleinen  Grrösse 
d,  so  kann  ich  (jhne  wesentlichen  Fehler  die  Reihe  vor  x^ 
abbrechen  nnd  so  zur  Näh  e  rungs forme  1  gelangen 

für  negatives  ./■  ergiebt  sich  die  N;iherungsform(4 

44.  Beachtung  verdienen  noch  die  Reihen 

X^  X''  x' 

a)  sin  X  =  x—  .y^  +  ^- ,-  —  ^^ 

»  j  \Jb  tJU  JU 

b)  cos   X   =    l-_  +  __.^^-|- 
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X         .</"*         x^         x^ 

c)  arc  tanü:  x  =    ' -^  +  v   —  "^  H 

1         o         5         7 

Setzen  wir  in  c)  x  =  1.  so  wird,  da  der  Wert  1  der  Tan- 
g-ente   des  Winkels  45*^  (    =    ^  j  zid^onmit: 

jt  l         1         1         1 

d)  arc  tang  1^     .    =     .   — ^+—  „H 

Aus  dieser  Reihe  liessc  sich  die  Zahl  n  berechnen :  in 
Wirklichkeit  benutzt  man  zu  dieser  Rechnung;  andere  Reiheu, 
die  viel  schneller  konvergieren. 

Partielle  DifFerentialquotienten. 

45.  Die  Gleichung  von  van  der  \\'aals  |37aJ  trägt 
der  Tatsache  Rechnung,  dass  das  Volumen  eines  Gases  oder 
einer  Flüssigkeit  sowohl  von  dem  Druck  als  auch  von  der 
Temperatur  abkängt.  Wollen  wir  diesen  Zusammenhang 
zwischen  v,  p  und  T  in  ganz  allgemeiner  Form  ausdrücken, 
so  schreiben  wir: 

a)  r  =  fip,  T). 

d.  h.   r  ist  eine  Funkti(jn  von  p  und    T. 

Ebenso  wird  die  Annahme,  dass  eine  Grösse  a  von  den 
beiden  A^ariabeln   r  und  y  abhängig   ist,   dargestellt    durch: 

b)  li  =  fix,  y). 

Um  festzustellen ,  wie  sich  n  ändert ,  wenn  sowohl  x 
um  (Ix.  wie  y  um  (///  zunimmt,  zerlegen  wir  die  Änderung 
in  zwei  Vorgänge,  indem  wir  einmal  die  Änderung  von  n 
für  den  Fall  bestimmen,  dass  x  allein  um  <Jx  zunimmt, 
während  //  konstant  bleibt,  und  zweitens  für  den  andern 
Fall,  dass  //  um  dtj  zunimmt,  während  x  konstant  ge- 
halten wird. 

Als  wir  früher  [35]  die  Gleichung  //  =  f{x)  behandelten, 

elf  ix) 
schrii4)en  wir  ihre  Ableitung  ;    jetzt,    wo  wir    es    mit 
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einer  Funktion  mehrerer  Veränderlichen  zu  tun  haben, 
deuten  wir  die  Aufforderung,  nur  nach  einer  Veränder- 
lichen zu  differentieren  durch  die  Schreibweise  an : 

df\x.ii)  ^f\x,y) 

c)  -J^-tj^     bezw.        '  ^J^LL. 

ox  dy 

Durch  ein  gebogenes  ö  kennzeichnen  wir  also  die 
„partiellen"   Dili'erentialquotienten. 

In  [22]  haben  wir  schon  von  der  partiellen  Diffe- 
rentiation Gebrauch  gemacht,  um  das  ,.totale"  Diffe- 
rential von  f(x,  fi)  =  X .  y  herzuleiten,  und  gefunden : 

d)  <}  (x  .  y)   =  //  dx  +  ,/;  dy. 

Differentiieren  wir  f{x,y)  =  x.y  partiell  na^h  x,  während 
//  konstant  bleibt,  so  erhalten  wir: 

e)  — ^- d.r  =   II  dx. 

ox 

Durch  partielle  Differentiation  nach  ij  erhalten  wir  in 
diesem   I^^ille:    " 

t)  \ dii   =  .'dl/. 

dy 

Durch  Vergleich  von  e)  und  f)  mit  d)  mögen  wii- aus  diesem 
Beispiel  ersehen,  das.s  das  totale  Differential  von  f{x,y)  ge- 
geben  wird  durch  die  Gleichung: 

oder  noch  kürzer  nach  b) : 

1  \  7  ö//    ,         di(    , 

h)  dn  =    ^-dx+   ^     dl/. 

ox  oy     ' 

Das  totale  Differential  ist  gleicli  der  Summe 
der  partiellen  Differentiale. 

I)  ei  spiel:  Der  Energieinhalt  eines  Systems,  z.  H.  einer 
gege])en('n  Gasmenge,    sei    in    seiner  Abhängigkeit    von  Vo- 
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luraen  und  Temperatur  durch  die  (jleicliung: 

i)  U  =  tir,  T) 

dargestellt.  Ändern  sich  Volumen  und  Temperatur  unend- 
lich wenig,  so  wird  die  unendlich  kleine  Änderung  der 
Energie  gegeben  durch  die  (Tleichung 

Or  Ol 

Für  ein  „ideales"  Gas  ist  die  Änderung-  der  Energie  mit  dem  Vo- 
lumen  bei   konstant  gehaltener  Temperatur  gleich   Null,   also: 


1) 

dU 

dv 

und   k  1 

vereinfacht  sich  zu: 

m) 

clU  = 

dU 

-^-  ■  dT. 
ÖT 

Die  Änderung  der  Energie  mit  der  Temperatur  bei  konstantem  Vo- 
lumen, bezogen  auf  die  Einheit  der  Masse  und  verglichen  mit  dem 
Normalstoff  Wasser  ist  gleich  der  „spezifischen  Wärme  bei  kon- 
stantem Volumen''  c^;  bezieht  man  also  U  auf  die  Masseneinheit, 
so   wird 

s  du 

n)  ~ —   =   c       und   tür  ein   ideales   Gas      dU  =   e,dT. 

Eine  etwas  andere  Schreibweise  der  partiellen  Differential- 
quotienten gebraucht  Planck  in  seinen  trefflichen  „Vorlesungen 
über  Thermodynamik" ;  er  setzt  sie  in  Klammern  und  fügt  rechts 
unten  an  die  Klammer  die  Variablen  hinzu,  die  für  die  verlangte 
Differentiation  als  konstant  gelten  sollen.  Bei  ihm  würde  die 
Gleichung  [45k]   lauten: 

(dU\  (dU\ 

\dv],      ^[ötI 

4t).  Auch  bei  der  partiellen  Differentiation  können  wir 
nicht  nur  die  ersten,  sondern  auch  die  höheren  Diffe- 
rentiale bilden,  deren  allgemeine  Form  freilich  hier 
wesentlich  komplizierter  ausschaut.    So  wird  z.  B. : 
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d  K    =     ^  .,  dx- + -2   ^-        (ix  ■  du  '\- -—-„-■  dir. 
ox'  cxdy  dif 

\\'\v  wollen    uns    an    einem   Beispiel    einen    hierher    ge- 
hiirigen  Satz  herleiten.    Es  sei : 


■d) 

n 

=-  fix,!/)  = 

Dann  ist 

1-') 

ö"          9  .   .. 

iiiul 

c) 

dij 

DifFerentiieren  wir  nun  b)  ])artiell  nach  //,  so  wird: 
d)  — .-  =  4,r// 

ox  .  01/ 

und,  wenn  wir  c)  partiell  nach  x,  difFerentiieren : 

A\'ir  Ijekonuncn  also  das  gleiche  Resultat,  ol)  wir  zuerst 
nach  X  und  dann  nach  //  partiell  ditf'erentiieren  oder  zuerst 
nach  y  und  dann  nach  x. 

dx  dl/  öl/ .  dx 

Die  R  cih  enf  olge  der  Differentiationen  ist 
will  k  ü  r  1  i  eh. 


Integralrechnung. 

47.  So  intcre.ssant  es  auch  ist,  das  AV'aclisen  einer 
Funktion  in  einem  unendlich  kleinen  Abschnitt  festzustellen, 
.so  ist  jene  Aufgabe  für  uns  in  erster  Linie  nur  das 
]\Iittcl  zum  Zweck,  die  Zunahme  in  einer  endlichen 
»Spanne  zu  bestimmen.    Diese  zweite  Aufgabe  wird,  wie  wir 
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schon  in  [17]  und  [18]  salien.  durch  die  T  ut  eg'i-atio  n  des 
Dill'erentials  erfüllt.  Aus  [17]  eri^-iebt  sich,  dass  die  Inte- 
ii'ration  die  Umkehrung  der  Differentiation  ist,  gerade  wie 
die  Multiplikation  die  Umkehrung  der  Division  ist.  P>eide 
Operationen  nach  einander  an  einer  Funktion  angewandt. 
heben  einander  auf:  es  ist  aLso : 

a)  j'f'{x)dx  =  fix). 

Da  nun  aber  das  Diilerential  / '  (x)  dx  ebenso  gut  durch 
Dilt'erentiation  von  f{x)+K  entstanden  sein  kann,  wenn  K 
eine  Konstante  ist  [19],  so  ist  a  nur  ein  besonderer  Fall 
der  allgemeinen  Gleichung: 

3Ian  bezeichnet  in  diesem  Falle  A'  als  die  Integra- 
tionskonstante. 

48.  Setzen  wir  für  f  {x)  die  Funktionen  ein,  deren 
Differentiale  wir  in  [o3]  zusammengestellt  haben,  so  erhalten 
wir  nach  [471)]  folgende  Aufliisungen  von  Integralen: 

a)  l\ilx  ±  dy)         =  fdj  ±fdx  =  x±  !i  +  K 

b)  -          _/  {x  .  du  +  iidx)  =  ./; .  //  +  K 
ydx  —  xdi)        X 

1/^  // 


c)  f  ^      ~      ^         =  —  -L  7v 


d)  f  X"  dx  =    ^^r-X^'^'+K 

•'  "  +  1 

e)  r~^  =  ^og  nat  x  +  K 
.'     X 

f)  feUlx  =   r^  +  K 

g)  /cos  xdx  =  sin ./  -f  A' 

h)  _/  sin  xdx  =  —  CdS  x  +  K. 

.s  ,.       dx  r- 

i)  / i —  =  tang  x  +  K 

-'    cos  X' 

k)  /  — ^=^=-  =  arc  sm  x  -f  A 


■'•^^ 
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(ij 


1)  .1  \+x'       ^  arc  tang  ,/  + /C 

■'  V«  +  «■ 

49.  Meist  haben  die  bei  unseren  Rechnungen  vor- 
kommenden Integrale  nicht  gerade  eine  in  der  obigen  Auf- 
zählung [48]  enthaltene  Form ,  lassen  sich  aber  mehr  oder 
minder  einfach  auf  eine  dieser  Formen  zurückführen.  Zu 
diesem  Zwecke  dient  z.  B.  die  Substitution  der  gegebenen 
A'eränderlichen  durch  eine  andere  von  ])assender  Form. 

P)eispiel  1.     Es  sei   aufzuhisen 

_/'  \lx  (Ix. 

Setzen  wir  x  =  a^,  so  wird  \x  =-  /i  und  dx  =  'In  du: 
führen  \vir  dieseWerte  in  das  Jntegral  ein,  so  erhalten  wir 

^)  /  \J.i- dx  =   jii.'Iiidii  =z  l'ltrdii. 

Dieses  Integral  fällt  in  die  Gruppe  [4Sd|;    //  ist  hier  =  2. 
also  //  + 1    =   o  und  es  wird : 

b)  f'ln'  du  =  2  •   '.'     +  K. 

Erinnern    wir    uns    der  Bedeutung    von  n .    so  erhalten    wir 
schliesslich: 

0)  _/  \jxdx  =        ä:  \Jx+  K. 

Anmerkung:  Ebenso  wie  bei  Ditl'erentiation  |23J, 
kann  man  sinngemäss  bei  der  Integration  einen  konstanten 
Faktor  vor  das  Integralzeichen  ziehen  z.B.  für  j'Iirdn 
schreiben  2  ju^  du. 

Beispiel  2.     Es  sei  aufzulösen: 

/ Y-dx. 

-'  a  +  bx 

Setzen  wir  (t-{-hx  =  £,  so  wird  (/~  =  hdx  und  dx  =  -r-d.: : 

b 
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tiüireii  wir  diese  A\'orte  ein.  su  wird 

,.  /•     (Iv  r   (h  1     r(h  1 

d)  / ,      =    /  — —   =^    —  / —  =  -7- lo":  nat  ~- 

wie  sich  aus  [48  e]  ergiebt.  Führen  wir  für  z  wieder  seinen 
Wert  ein,  so  wird  schliesslich 

e)  /  — ■— —  dx  =  -r  log  nat  Ui  +  })x)  +  K. 
•'  a  +  ox  ö      '^         ^ 

r    x^ 
50.     Das  Integral  /    .  dx    k(3nnen    wir    in    mehrere 

x^ 

einfachere  Integrale    zerlegen  ,    indem  wir  den  Bruch   -^ 

"  -  \^x 

in  eine  Summe  von  Brüchen  umwandeln.  Dies  können  wir 
durch  Ausdividieren  erreichen  oder,  was  sachlich  auf  das- 
selbe hinauskommt,  indem  wir  den  Zähler  x^  schreiben : 

a)        ./;'  =  a-'  -  1  -f  1  =  yx  +  1)  (.r  -  1)  +  1.     [vergl.  2  a] 

Dann  wird 

x'      ^    {x-\.\){x-\)  1       ^   ,_x  1 


b) =  ^ — — '-\ '-  H =  X  -  1  + 

^        1+a;  ^+1  x-\-l  x  +  l 

und 

/x^  /'  r   dx 

-T^ dx  =       (x-  [')  dx  +  /  — --^- 

Berücksichtigen    wir    [48  d]    und   [49  e],    w^obei   in    [49  e] 
a=  1,  h  =   \  zu  setzen  ist,  so  wird 

d)  f~ —  dx  =  ^  -x  +  log  nat  (1  +  :i:)  +  K. 

rdx 
, ^-77 r^  können  wir  den  Bruch 
■    (ci  —  x)  [b  —  x) 

-, \-7-i T  in  zwei  Brüche   zerlegen,    indem  wir  setzen: 

(a  —  x){o  —  x)  ^ 

1  A  B 

a)  7 T7i T   = + 


{(i—x){h  —  x)  a  —  x       b  —  x' 
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worin  .1  und  7)  Konstante  sind .  deren  Wert  im  folgenden 
zu  ermitteln  ist.  A\"enn  wir  rechts  auf  einen  Bruchstrich 
bringen,   wird  : 

\_ Ä{h-x)  +  B(((-x) 

(rt  —  .Jc)  (h  —  x)  (a  —  x){h—  x) 

oder 


b) 


c)  \  =  A{h-x)  +  B{<i-  *■). 

Da  diese  Grleichung  nur  durch  Umformung  eines  gege- 
benen Ausdruckes  entstanden  ist.  so  muss  sie  identisch 
erfüllt  sein;  sie  bietet  uns  nicht  etwa  einen  Wert  für  die 
V'eränderliche  x ,  sondern  sie  muss  für  alle  Weifte  von  x 
gelten  z,  B.  auch  für  x  =  0. 

»Solche  identische  Gleichung  hatten  wir  schon  in  [39  a] 
aufgestellt. 

Setzen  wir  ./;  =  0,  so  wird  aus  c) 

d)  1   =-.  Ah  +  Ji«. 
Differentiieren  wir  c)  nach  x,  so  wird: 

e)  0  =  -  A-  B. 
Aus  d)  und  e)  ergiebt  sich : 

1 

h-n 

1 
«-/>   ' 

Setzen  wir  diese  Werte  für  A  und  B  in  n  ein.  so  wird 


f) 


.4  = 

B  = 


1 


und 

t->) 


{ii  -  ot^  {b  -  ä;)  {h  -  u)  {(I  -  x)    '    [a  —  h)  (h  -  x) 


/•  <lx  1         f>  clx  1        /'  dx 

•'  {(i  —  x)'(l>  —  x)  l)  —  (i   ''  ((  —  X       a  —  h  '' 0—x 

=^  —  -,         log  nat  (((.  —  x)  —       ,  log  nat  Uj  —  x)  -f  K. 
h  —  ((  a  —  h 
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Nach    [tid]    lässt    sich    dieses    Resultat    noch    einfacher 

schreiben,  wenn  wir  für —, setzen  H ,   und  die  DifFe- 

h  —  a  a  —  o 

renz    der  Logarithmen    in    einen  Logarithmus    zusammenzu- 
ziehen; so  erhalten  wir  schliesslich: 


•'  {a-:i:)(h 


Ix  1       ,  (l  —  X 

-      - ^rT7 —    r  =  ,   log  nat  ,- 

\ii  —  .-/;)  {l>  —  X)  (i  —  h  h  —  X 


loff  nat  ,- h  A . 


52.  Für  einen  Nenner  mit  3  Faktoren  z.  B.  [a  —  x) 
{h  —  a )  (('  —  x)  sind  drei  Partialbrüche  zu  bilden  ,  deren 
Zähler  sich  nach  dem  oben  dargelegten  Verfahren  aus  drei 
Gleichungen  ermitteln  lassen. 

In  dem  besonderen  Falle ,  dass  zwei  Faktoren  des 
Nenners  einander  gleich  sind,  würde  das  bisherige  Ver- 
fahren der  Zerlegung  nicht  zum  Ziele  führen. 

Haben  wir  z.  B. 

/.  dx 

J  (a-xfi/j-x)' 
so  setzen  wir 

1^     _         A  B        ^      C 

^  {(I  —  xf  (/'  —  x)  {((  —  xf    '    [a  —  x)    '    h  —  X 

dann  wird  : 

b)  1  =  .4  (h-x)^B{a-i){h-x)  +  C{a-xf. 

Setzen  wir  in  dieser  identischen  (lleichung  x  =  ü,  so  wird 
Q)  i  =  A.h^  Bo  .  h  -^  (Jü\ 

Differentiieren  wir  b),  so  wird: 

d)  Ü  =  -  Ä  -  B{a-X)-  B  {}>  -  ./■)  -  26'  {a  -  x). 
Für  X  =  0,  geht  d)  über  in 

e)  0  =  -  J  -  Bn  -  Bh  -  2Ca. 
Differentiieren  wir  d)  nach  x,  so  wird: 

f)  0  =  ^2B-^2C. 
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Ans  den  3  Grleiehungen  c).  e)  und  f)  erhalten  wir 

1 


C) 


A   =  - 

/;  =  - 

c  =  + 


1 

1 


JJasclier  liätten  Avir  die  Werte  für  yj,  B  und  C  erhalten,  wenn 
wir  die  (Tleichung  b)  ausmultipliziert  und  beachtet  hätten,  dass  die 
(rleiehun"': 


»0 


1    =    Ab-Ax+  Bah  -  Bhx  -  Bax  +  Bx"-  +  CVr  —  2 Cax  +  CV 


=   (A b  +  Bab-^  C«')  —  {A  +  Bb  +  Ba  +  '2Ca) x  -^{B  +  C) sc' 

identisch  ertullt  sein  uuiss,  d.  h.  da-ss  die  „Koeffizienten'"  der  Glieder 
ohne  X  („nullten  Grades"),  mit  x  (ersten  Grades)  und  mit  x^  (zweiten 
Grades)  ri'chts  und  links  gleich  sein  müssen.  Da  links  die  Glieder 
nidlten  Grades  den  Koeffizienten  1,  die  ersten  und  zweiten  (>rades 
den  Kocfiizienten   0  haben,  so  zerfällt  h)  in  folgende   o  Gleichungen: 


i) 


f    1    =   Ah  +  Bab-^Ca' 
J    0   =   A  +  Bh-^Ba  +  2Ca 
\   0   =   B  +  C 


die  mit    den   trüber  auf  lunständlicberem  Wege  erhaltenen  Gleichungen 
c),  e)  und   f)  übereinstimmen. 

Set/.en  wir  dieWerte  für  J,  J>  und  ('  aus  g)  in  a)  ein, 
so  zerfällt  das  ffeo-ebene  Inteü-ral  in  fol ölender  AVei.se: 


k) 


/.  <l.i  \       /.     dx  1         /'  dx 

J  la-xY(h-x)    ^  ~~  a-h-'  (a-u¥~  (n -/>¥•' 


l         n  dx 


a  —  X 


fr. 


dj 


+ 


1 


(I  —  X 


dx 


,   I  /         X.,  I    /        ,N9  loff  nat  , 
b''{a-xy       (n-ljf      ^  h-x 

.  dz 


l\     -^-^7  "-eht  für  ((  —  X  =--  ,:  über  in  —  /'-^  :    dieses   Jnte 
•'    {a  —  xy    "  •'    ^- 
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<;-ral  fallt  unter  [48  d  |  iÜr  //   =  —  2 : 

/-      (Ix        1^  ds  1 

1  -^  (a  —  x)-  ■'    s^     ~    2 

_     _1 

U  —  X 

so  da  SS  wir  schliesslich  erhalten  : 

dx  1 


J  (n 


(n  —  xy  {b  —  x)  a  —  b     a  —  x 

m)  -.  ^^  _  , 

53.  Auf  einem  ganz  anderen  Wege  wie  die  ]\letliode 
der  Teilbrüche  führt  die  Teilintegration  von  vei- 
wickelteren  zu  einfacheren  Integralen.    Wir  haben  nach  [2l'| 

a)  d  (/i  .  r)  =:  V  .  du  +  ndv. 
Integrieren  wir,  so  wird 

b)  H  .v=^f  rdu  -\-  I  ndv 
oder 

c)  f  vdn  =   II  .  V  —  }  ndv. 

Es  gilt  in  einem  gegebenen  Integral  v  und  da  so  zu  be- 
stimmen, dass  /  iidv  leichter  löslich  ist  als  das  ursprüngliche 
integral. 

Beispiel:  In  dem  Integral 

/  X  .  cos  xdx 

wählen  wir  v  ==  x,  dann  wird  du  =  cos  xdx,  also  u  =  sin  x ; 
mithin  ist  nach  c) 

J  X  cos  xdx  =^  ./; .  sin  x  —  /  sin  xdx 
=  X  .  sin  X  +  cos  X  +  -/iT. 

54.  Ein  weiterer  Weg  zur  Auflösung  eines  Integrales 
ist  die  Entwickeluno;  in  Reihen. 
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Beispiel:   Wir  wollen  einmal  das  Tnteo:ral 

•'    lA-x 

nach    diesem    Verfahren    auMiisen.     Dividieren    wir    1    durch 
1  -f  .r.  so  wird 

a)  -^ —     =   1  —  .7  -\-  x'^  —  x^  -f  .** 1 — 

1  -f  .r 


und  damit 

b)  /*    '^-   --   fd.r  -  f.idx  -\-  f:i^  (]i  -  fx^  dx  +  /'a*  dx \- 


Andererseits  zeigt  die  Substitution    1  +  ./•  =  z,  dass 
dj  f^TT^    =  lognat  (1 +a;). 

Folglich    erhalten    wii'    als  Reihenentwickelung   von   log  nat 

(I  -\-x)\ 

■»  't  4  •» 

X'  '  /  v 

e  I       log  nat  d  +  x)  =  x  —  -„-  +  - ,.    —  -,-  +  ^^  H 

2  d  4  ö 

wie  wir  schon  früher  [42])|  unter  Benutzung  der  Mac  Lau- 
i'inschen  Ifeihe  gefunden  hatten. 

Bestimmte  Integrale. 

55.     Das  unbestimmte  Integral 

a)  ff'{x)(lx  ==  f{r)  +  K 

werde  näher  bestimmt  durch  die  Festsetzung,  dass  die  durch 
das  Integralzeichen  verlangte  .Summierung  sich  nur  bis  zum 
Werte  x  =  h  erstrecken  soll;  dann  wird  |vergl.  18] 

b)  l)'{x)dx  =  f{h)-\-K. 

Die  Jntegrationskonskonstante  A'  wird  festgelegt,  wenn  wir 
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den  Wert   von  x  kennen,  für  den  das  Integral  den  A\'ert  0 
annimmt  („verschwindet");  sei  dieser  Wert  (/.  so  wird 

(»  =.  /■(>,)+  K 
oder 

c)  A'  =  -/■(^'^• 

Setzen  wir  diesen  Wert  von   K  in  b)  ein.  so  wird 

d)  rf'{x)dx  =  f[h)-f{n). 


I)as  bestimmte  Integral  ist  gleich  der  Differenz  der  Sonder- 
werte,  die  das  unbestimmte  Integral  für  den  oberen  und 
den  unteren  Grenzwert  der  Veränderlichen  annimmt. 

Anmerkung:  An  der  Funktion  selber  kann  man  dio  Grenzen 
durch   die  Schreibweise:   f/'(.r)]a  ausdrücken   (vergl.   unten   [ö5g]). 

Beispiel:  Dehnt  sich  eine  Gasmenge  gegen  einen 
Druck  })  um  den  unendlich  kleinen  Betrag  dr  aus .  so  ist 
die  vom  Gase  dabei  geleistete  Arbeit  (vergl.  [1])  pdc]  bei 
einer  endlichen  Volumenänderung  wird  die  Arbeit  gegeben 
durch  das  Integral 

fp,ir 

und  zwar,  wenn  sich  das  Gas  vom  Volumen  i\  auf  das  Vo- 
lumen /■    ausdehnt,  durch  das  bestimmte  Integral 


6) 


/■%,/ 


Wird  während  der  Ausdehnung  die  Temperatur  des  (lases 
durch  Wärmezufuhr  konstant  gehalten,  so  ist  nach  dem 
Boy  leschen  Gesetz 

f )  p  .  c  =  /.'     oder      p  =   --  • 

Setzen  wir  diesen  AVert  für  }>  in  das  Integral  ein.  so  nimmt 
es  die  Form  an  : 


■^2d 


lognat  c 
E)  =  1:  [log  nat  '^  —  log  nat  t\\ 


=  /  log  nat  —  • 


Arndt,  Mathemalik  für  Chemiker. 
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Anmerkung":     Stellen    wir    den    Vorgaue:     zeichnerisch     dar, 
(Fig.  11)  indem  wir  p  als  Ordinate  und  v  als  Abscisse  in  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem  eintragen  [vergl. 
Fig.    2],    so   wird    die  Arbeit  pdv    durch  den 
schmalen    Streifen    AA' C' C    dargestellt,    und 

das  Integral    f   pdv  durch  die  Fläche  ABDC. 

Wir  hätten  in  der  Zerlegung  der  Fläche 
noch  weiter  gehen  können,  indem  wir  den 
schmalen  Streifen  AA'  C'  G  durch  unendlich 
viele  Horizontale,  die  von  einander  um  dp 
entfernt  seien,  in  winzige  Teilchen  von  der  Grösse  dp.dv  zer- 
schnitten.   Dann  ist  der  Streifen  ^^'C'C* gegeben  durch  das  Integral 

l'P 

f     dpdv 

"() 

und   die   Fläche  ABDC  wird   nunmehr  durch   das   Doppelintegral 

/•<'■.'   rP 

j       f    dpdv 

'  V,    '() 
dargestellt. 

Zur  Auflösung  dieses  Doppelintegrals  gehen  wir  den  umge- 
kehrten Weg  Schritt  für  Schritt;  wir  bauen  zunächst  den  Streifen 
AA' C  C  auf,  indem  wir  dp.dv  bei  konstantem  dv  von  ^  =  0  bis 
p   ==  p  integrieren  und   so  pdr  als   Inhalt    dieses  Streifens   erhalten. 

r'-z 
Damit  sind  wir  wieder  bei   dem   einfachen  Integral   /     pdv  angelangt, 

das   wir   in    [ö5g]   auflösten. 

Entsprechend  wird  ein  Körper  aus  unendlich  kleinen  Pa- 
rallelepipeden   aufgebaut  durch  das  dreifache  Integral 

/  /  /  dx .  dy .  dz. 


Differentialgleichungen. 

56.  Gleichungen,  in  denen  Ditierentiale  vorkommen, 
„Dili'erentialgleichun<i;en'S  sind  durch  Integration  auf  ge- 
wöhnliche (Tleichungen  zurückzuführen. 
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In   [34 h]  hatten  wir   bereits  eine  Differentialgleichung: 

(Ix  2y 

aufgestellt.    Ordnen  wir  diese  (ileichung  nach  den  Veränder- 
lichen  r  und  //,   so  erhalten  wir: 

h)  2.'/"'//  =  ^''fx 

und  durch  Integration : 

c)  /'2//(/y/  =  /.fdx 
oder 

d)  y'  =  /c.r  +  K. 

Ebenso  ward  die  Differentialgleichung: 


e) 

behandelt. 

Ordnen  wir.  so  wird 

f) 

und  damit 

g)  log  nat  ?/  =  /,• .  X  +  A'. 

57.  Beispiele  für  Differentialgleichungen  von  der  Form 
[56 e]  liefert  die  Lehre  von  der  Reaktionsgeschwindig- 
keit in  homogenen  Systemen. 

Die  Greschwindigkeit,  mit  der  sich  ein  Stoff"  umwandelt, 
wird  durch  die  Änderung  seiner  Konzentration  in  der  Zeit- 
einheit gegeben: 

h)  V  =   ^ 

'^darin  bedeutet  c  die  Reaktionsgeschwindigkeit,  dC  die  un- 
endliche kleine  Zunahme  der  Konzentration  C  in  der  un- 
endlich kleinen  Zeitspanne  dt). 

Beispiel:  Wird  Rohrzucker  in  verdünnter  wässriger 
L()sung  erhitzt,  so  spaltet  er  sich  in  Dextrose  und  Lävu- 
lose;  die  Reaktionsgeschwindigkeit  ist  jedem  Augenblick  der 

Konzentration    des    noch   vorhandenen  Rohrzuckers  propor- 

4* 
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tional.  Da  .seine  Konzentration  durch  die  Reaktion  ab- 
nimmt, so  ist  <1C  mit  negativem  Vorzeichen  zu  versehen 
und  wir  erhalten  die  Diüerentialgleichung 

a)  -f  =  "-^' 

oder  geordnet 

< 


b)  -4?-  =  '-'/. 


Die  Integration  ergiebt 

c)  —  log  nat  C  =  /.-./  +  K. 

Die  Integrationskonstante  A'  wird  durch  die  Angabe 
bestimmt,  dass  bei  Beginn  der  Reaktion  zur  Zeit  ^  =  0 
die  Konzentration  C  =  C^  ist.  Setzen  wir  in  c)  /  ^  0  und 
für   C  die  Anfangskonzentration  C„,  .so  wird 

d)  —  log  nat  C'j  =  K 
und  dies  in  c)  eingesetzt 

e)  '  log  nat   ^)    =  ht. 

Bezeichnen    wir    die    Konzentration    des    Rohrzuckers    nach 
der  Zeit  t  mit  Cf,  so  wird   C/  ß;egeben  durch: 

f)  log  nat  y^  =  l-t 
oder 

<^)  ^  =  e"' 

und  schliesslich 

h)  c\  =  c;..-*'. 

Anmerkung:  Würden  wir  r/  die  ursprüngliche  Menge, 
u:  die  nach  der  Zeit  t  umgew^andelte  Menge  des  Rohrzuckers 
nennen,  so  hätten  wir  die  Differentialgleichung 

i)  ^  =  k(a-x) 

aufzustellen.    Aus 

k)  /•    '^^"  ,    =  fjcdf   ' 
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folgt 

1)  -  log  iiat  (a  —  x)  =  l:t  +  K. 

Da  für  ^  =  0  auch  x  =  ()  ist.  so  wird 

m)  K  =  —  log  nat  a 

und  aus  1): 

n)  kt  =  loo;  nat 

a  —  X 

Während  des  Verlaufes  dieser  „monomolekularen''  Reaktion 
muss  also  der  Ausdruck : 

—  log  nat =:  k 

t      ^  a  —  X 

konstant  bleiben, 

58.   Für  die  Verseifung  von  Aethylacetat  durch  Natron- 
lauge 

CH3COOC,H,  +  XaOH  =  CH3C00Xa  +  C,H,OH 

gilt,  wenn  a  die  Anfangs konzentration  des  Esters  und  h  die 
der  Base  bedeutet, 

a)  ^'-  =  k[^a-x){h-x)- 

X  ist  die  nach  der  Zeit  /  umgesetzte  Menge  des  Esters  wie 
der  Base,  weil  beide  Molekül  für  Molekül  auf  einander  ein- 
wirken und  in  gleichem  Masse  verschwinden. 
Das  Integral  der  geordneten  Gleichung: 

b)  7 %i. T  ==  ^''^^ 

(a  —  x){b  ~  x) 

ist  nach  [51  hj 

\  1      1  (l  —  X  , ,       -,. 

c)  r-lognat^ =  kf -\- K. 

a  —  0  h  ~  X 

Für  ^  =  0  wird  x  =  0,  also 

d)  K  = r  •  log  nat  -7-  • 

a  —  h        ^  b 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  c)  ein,  so  wird 

-  1      ,  {a  —  x)h  ,, 

e)  r  log  nat  y^ f-  =  kt. 

a  —  b      °         {b  —X)  a 
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Die  Verseifung  der  Ester  ist  ein  Musterbeispiel  für 
bim  olekulare  Reaktionen;  für  diese  soll  also  der  Aus- 
druck 

f)  j- .    lognatyr (-    =  /•■ 

^  t{a  —  h)      "  {b  —  x)a 

konstant  bleiben. 

Werden  die  Anfangs konzentrationen  von  Ester  und 
Base  gleich  genommen,  also  h  =  a,  so  wird 

^  •'  {(1  —  x)- 

und,    wenn    wir    a  —  x  =^  u    setzen    (wodurch    dx  =  —da 
wird), 

_  ri["  _      ^   —     1 

•'     /("  U  (I  —  X 


h)          r 

IX 

^^                 •'  {a- 
alsu  nach  g): 

i) 

-xf    - 

1 

a  —  X 

Li  +  A'. 

J  )a  für  /  =  0  auch  x  =  0  wird,   so  ist 

1 


1<) 

K  =  - 

n 

und 

aus 

i) 

wird: 

1) 

-1       1  =  /. 

a  —  X       a 

oder 

m) 

^          -  1-t 

59.  Für  tri  molekulare  Reaktionen  wird,  wenn  die 
Anfangskonzentrationen  aller  drei  reagierenden  Stoffe  gleich 
sind,  die  Reaktionsgeschwindigkeit: 

a)  -^y  =  Jc{a-x)\ 

woraus  folgt: 

'  •'  {n~xf 
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Setze  ich  wieder  a—.i  =  ((,  so  erhalte  ich  —  i —.-  nnd  nach 
[48d]  {n  =  -3): 

^)  fißxf  =  ^(«-^)"^ 

also 

Da 

^^  ^"^  "^    2a^ 

ist,  so  wird  schliesslich 

Der  Fall,    dass  von  den  drei  nur  zwei  Anfangskonzen- 
trationen gleich  sind,  giebt  das  Integral 

r  dx 

J  (^a-xYih-'x)' 

das  in  [52m]  gelöst  wurde. 

60.    Wenn  sich  aus  Athj^lalkohol  und  Essigsäure  Athyl- 
acetat  bildet  nach  der  ehemischen  Gleichung : 

a)         C\H,  OH  +  CH3  COOK  =  C,  H,  OOC,  H3  +  H,  0 , 

so  wird  umgekehrt  durch  das  Wasser  der  entstandene  Ester 
verseilt,  so  dass  wir  hier  den  Fall  zweier  entgegengesetzter 
Reaktionen  haben  und  die  resultierende  Greschwindigkeit 
der  Esterbildung  die  DiiFerenz  der  beiden  Reaktionsge- 
schwindigkeiten wird.  Sei  die  Anfangskonzentration  des 
Alkohols  wie  der  Säure  =  1,  zur  Zeit  /  die  Konzentration 
des  Esters  =  x  und  ebenso  die  des  Wassers  =  x  ^),  so  wird 
die  Geschwindigkeit  des  von  links  nach  rechts  verlaufenden 
Vorganges  /.•(!— ./)*:  der  von  rechts  nach  links  verlaufende 
Yerseifungsprozess  zeigt  die  Geschwindigkeit  li\x\  Die  re- 
sultierende Geschwindigkeit  der  Esterbildung  wird  also: 

1)  Es   waren   wasserfreier  Alkohol   und  wasserfreie   Essigsäure   zu- 
sammengegeben worden. 
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Der  Nenner  des  Integrals 
X  ('        dx 

^^  .'  i-{V-xy-k\xi 

k{l  —  xY  —  k\x^  lässt    sich    auf    die    Form    {w^  —  x){tv^  —  x) 

bringen,   worin  ic,    und    «•,   die  AVurzeln   der   quadratischen 
Gleichung 

d)  k{l-xy-/,\x'  =  0 

bedeuten. 

Multiplizieren  wir  d)  aus  und  ordnen,  so  hat 

e)  {k-k;)x'-2/:x+h  =  0 
nach  [3J  die  Wurzeln: 


/,-  ,:  k  {     k     Y 

k       ,/       k       (    k    V 

Diese  Werte  sind  in 

(Ix 


f- 


{u\  —  x)(iv,  —  x) 

einzusetzen,      nachdem     wir-     es     [olh]     folgend     aufgelöst 
haben, 

Anmerkung:     In    (l^sem    besondern    Fall    ist,     wie 
ßerthelot  fand 

k^   '=^^     '''''' Y^=   3' 

iTl 

dann  können  wir  die  Wurzel  in  e)  ziehen  und  erhalten 

4       2.^ 
"■"  =^.3  +  3    =^ 

_    1_  '^    -  1 
"'■'  ~    3       3    ~    3  ■ 


1)  Die    Esterbildung    kormit    zum    Stillst..nd,    es    tritt    Gleichge- 
wicht ein,  wenn  k{\  —  xj- —  k^  x'^  ■=  o  ist. 
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61.  Ist  von  Anfang  an  die  Menge  des  Wassers  so  gross, 
dass  wir  seine  Konzentration  während  des  ganzen  Vor- 
ganges als  konstant  annehmen  können,  so  wird  die  Ver- 
seifungsgcsehwindigkeit  proportional  der  Esterkonzentration 
.7-  und  dieser  Vorgang  scheinbar  monumolekular. 

Nimmt  man  die  Mengen  des  Alkoliols  und  des  Wassers 
im  Verhältnis  zur  Säuremenge  sehr  gross,  so  kann  man  die 
Konzentration  der  ersten  beiden  als  konstant  ansehen;  wir 
haben  dann  anscheinend  zwei  monomolekulare  Reaktionen 
und  die  resultierende  Geschwindigkeit  wird: 

a)  —jT  =  ic{a  —  x)  —  k^x. 

Das  Integral 

,  ,  /-»  dx  /-  äx 

•     (l  i 

ist  von  der  Form  / ^,--  .   worin  a  ^=  k.a  und  h  =  —  (A- -(- /,-,) 

•    a  -\-  ox  .        * 

zu  setzen  ist;  dann  ist  nach   [-llte]: 

c)       /  TT ^ 1 =  — ; r-  lo?:  Miit  [ /.•  (a  —  x)  — 1.\  x], 

■'  k{a  —  x)  —  J,\x  k  +  k^      "         '•  -'       i   J' 

woraus  sich  das  weitere  ergiebt. 

()2.  Die  Gl  ei  ehge  wichts  konstante  /.•  umkehrbarer 
Reaktionen  ist  mit  der  Wärmemenge  7,  die  bei  der  Reak- 
tion entwickelt  wird,  duicli  dieyGleichung  verbunden: 

^^  dlognatk   _  q 


dl  ..    2'r 

Die  Wärmemenge  7  ist  in  (4rH  imkolorien  gemessen  und 
auf  die  Gew^ichtsmenge  von  je  1  (Trammmolekül  (Mol)  der 
reagierenden  Stoffe  bezogen. 

Unter  der  Annahme,  dass  q  z-«  dschen  den  Temperaturen 
'J\  und  T„  konstant  sei,  können  '/ir  a)  in  diesen  Grenzen 
integrieren  und  erhalten: 

h)  [lognatV.f  =       K'-l  _-l-j 
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oder 

c)  lognat-^  =  ~^'^rr~T" 

Diese  (Tleichung  c)  Miidet  vielfach  praktische  Anwendung, 
um,  wenn  für  die  Temperatur  T^  die  Gleichgewichtskon- 
stante /,  und  ferner  die  Wärmetönung  q  bekannt  ist.  daraus 
für  'l\  die  unbekannte  Gleichgewichtskonstante  l:.,  zu  be- 
stimmen; umgekehrt  lässt  sich  q  berechnen,  wenn  man  für 
2  Temperaturen  die  zugehörigen  Gleichgewichtskonstanten 
kennt. 

(53.  Häufig  lässt  sich  eine  Differentialgleichung  nicht 
geraden  Wegs  lösen,  wie  in  den  bisher  behandelten  Fällen. 
Aus  der  Fülle  fesselnder  Aufgaben,  die  sich  hier  bieten, 
will  ich  eine  Gleichung  herausgreifen,  die  mir  in  der  Zeit- 
schrift für  Elektrochemie,  X  (1004).  S.  640  begegnete: 

(darin  ist  E  die  „freie  Energie"  eines  sich  umwandelnden 
Systems,  (^  die  bei  der  Umwandlung  (bei  der  Temperatur 
JJ  entwickelte  Wärme  und  .s  die  Differenz  der  spezifischen 
Wärmen  vor  und  nach  der  T"m Wandlung).  Vo  ^^^^  *S  sind 
Konstante. 

Diese  Gleichung  u  können  wir  nicht  ohne  weiteres  inte- 
grieren, weil  das  Glied  5'  stört,  wohl  aber  die  einfachere 
Gleichung : 

dE   _    i^^ 

deren  Auflösung  lautet: 

c)  log  nat  {E  -  VJ  =  log  nat  T  4-  log  nat  K, 

wenn  wir  der  Gleichmässigkeit  halber  auch  der  Integrations- 
konstante logarithmische  Form  geben. 

Gehen  wir  von  den  Logarithmen  der  Variablen  zu  den 
Variablen  selbst  über,  so  wird  c)  zu 

d)  E-q,  =    K.T. 
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• 

Aus  dieser  Lösung  der  vereinfachten  Gleichung  b)  können 
wir  das  Integral  der  ursprünglichen  Grleichung  a)  ableiten, 
wenn  wir  K  nicht  als  absolute  Konstante,  sondern  als  Va- 
riable auffassen  und  den  erforderlichen  Wert  von  K,  mit 
dem  der  Grleichung  a)  genügt  wird,  berechnen. 

Differentieren  wir  d)  nach  dieser  Annahme,  so  wird 

dE  =  KdT+  TdK 

und  mit  Benutzung  von  d) 

f)  dE  =-    ^^^•r/J+  TdK 

oder 

dE^  _    K-Q,  dK 

dT  T      "^      dT 

Der  Vergleich  a)  und  f)  ergiebt : 

g)  T%  =  S, 

woraus  folgt: 

hj  K  =  Mognat  T  +  K^. 

Setzen  wir  diesen  Wei-t  für  K  in  die  Gleichung  d) 
ein,  so  erhalten  wir  schliesslich  als  Auflösung  der  Diffe- 
rentialgleichung a) : 

E-  i^^  =   T[S .  log  nat  K  +  Kj. 

Dieses  von  Lagrange  stammende  Verfahren,  eine  Diffe- 
rentialgleichung mit  Störungsfunktion  zu  lö.sen,  nennt 
man  Variation  der  Konstanten. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

64.  Hier  wollen  wir  ebenfalls  gleich  ein  Beispiel  be- 
handeln :  Das  Gesetz  des  freien  Falles  sagt  aus ,  dass  die 
Beschleunigung  der  Fallgeschwindigkeit  konstant  ist. 

Die  Geschwindigkeit  einer  Bewegung  wird  gegeben 
durch  den  Differentialquotienten  des  Weges   nach  der  Zeit: 

ds 
a)  t-  ==  — -  . 

^  dt 


.         -     6"     - 

Beschleunigung  ist  der  Geschwindigkeitszuwachs  in 
der  Zeiteinheit: 

dv  (P  ,s- 

^  W  ^  ^e' 

Nennen  wir,  wie  üblich,  7  die  Beschleunigung  durch 
die  Schwere  (auf  der  Erdoberfläche  9,81  Meter  in  der  Se- 
kunde), so  wird  das  Gesetz  des  freien  Falles  dargestellt 
durch  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

d'  s 
Integrieren  wir  die  Gleichung  c),  so  wird: 

d)  §-"'  +  '^- 

Integrieren  wir  noch  einmal,  dann  erhalten  wir: 

■    e)      .       .  .9  =  ^-^Kt  +  K, 

ds 
Ist   die   Anfangsgeschwindigkeit    /•  =    -,,    für   i'  =  0   auch 

^  0,  so  ergiebt  d): 

f)  K  =-  0. 

Da  ferner  für  /  —  0  der  Fallraum  s  auch  =  0  ist,  so  wird: 

g)  K  =  ♦> 
und  e)  vereinfacht  sich  zu : 

während    d)    für    die    Fallgeschwindigkeit    nach    der   Zeit    ( 
ergiebt : 

ds 

„  .  =  _,-  =  ,,t. 
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